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出 版 说 明 


《陈景润 文集 》 是 1996 年 8 月 开始 编辑 的 ， 它 收入 了 陈景润 院士 一 
生 各 个 时 期 的 主要 论文 ， 共 25 篇 ， 按 发 表 时间 顺 序 排列 ， 其 中 第 20 篇 是 
与 潘 承 洞 教授 合作 的 , 第 22 、23 、24 篇 是 与 王 天 泽 教授 合作 的 , 第 25 篇 
是 与 刘 健 民 教授 合作 的 ， 《文集 》 的 全 部 论文 这 次 都 经 过 了 仔细 的 校勘 ， 
订正 了 原文 的 印刷 错误 和 一 些 标点 符号 ; 个 别处 的 错误 因 其 不 影响 内 容 ， 
WOKT AE. 

《文集 》 是 由 中 国 科学 院 数学 研究 所 的 王 元 教授 与 山东 大 学 的 潘 承 洞 
教授 两 位 院士 主持 编辑 的 . 不 幸 的 是 潘 承 洞 院士 已 于 1997 # 12 月 27 H 
逝世 ， 未 能 见 到 《文集 》 的 正式 出 版 ， 在 此 我 们 说 表 示 对 他 的 深切 怀念 


江西 教育 出 版 社 
1998 年 2 月 





Publisher's Remarks 


The project of compiling the Selected Papers of Professor Jingrun 
Chen started in August 1996. Main works, 25 in number, of Professor 
Jingrun Chen, member of the Chinese Academy of Sciences, are arranged 
in publication time order. Paper No. 20 has Professor Pan Chengdong as 
its coauthor, and papers No. 22, 23, 24 have Professor Wang Tianze as their 
coauthor, and paper No. 25 has Professor Liu Jianmin as its coauthor. АП 
papers in this book were carefully checked against the original texts while 
some non-crucial misprints were neglected. 

Professor Wang Yuan of the Institute of Mathematics of the Chinese 
Academy of Sciences and Professor Pan Chengdong of Shandong Univer- 
sity, two members of the Chinese Academy of Sciences, took charge of the 
project. We mourn with deep grief for the death of Pan Chengdong in 
December 27. 1997, unable to view the publication of the book. 


Jiangxi Education Press 
February 1998 
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早 在 1956 年 ， 我 们 就 认识 了 景 润 . 王 元 于 1952 年 在 浙江 大 学 毕业 后 
即 到 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 跟随 华罗庚 教授 学 习 数论 ， 承 洞 是 1956 年 于 
北京 大 学 毕业 的 ， 在 校 期 间 ， 他 参加 了 闵 山 鹤 教 授 领 导 的 数论 专门 化 ， 以 
后 又 留 校 做 研究 生 ， 继 续 研 究 数 论 。 1953 年 景 润 毕业 于 厦门 大 学 . 由 于 
他 对 塔 内 问题 的 贡献 受到 华罗庚 教授 的 赏识 ， 他 被 邀请 参加 1956 年 8 月 
在 北京 召开 的 “全 国 数学 论文 报告 会 我 们 就 是 在 这 时 相识 的 . 

我 们 三 人 几乎 是 同时 进入 对 解析 数论 的 研究 。 40 年 来 ， 我 们 经 常 在 
一 起 讨论 与 切磋 ， 对 彼此 的 工作 大 力 支持 ， 我 们 曾 先后 对 得 法 与 哥 德 巴赫 
猜想 作出 过 改进 ， 为 中 国 的 数论 研究 作出 了 奉献 . 

景 润 的 身体 自 幼 就 衰弱 多 病 、 他 长 期 以 来 ， 极 端 地 刻苦 努力 ， 生 活 过 
于 简朴 ,以 致 积劳 成 疾 , 晚年 又 患 有 帕 金 森 氏 综合 症 , 住 医院 达 十 年 之 久 . 
在 住 医院 期 间 ， 景 润 仍 顽强 地 进行 研究 工作 ， 指 导 研 究 生 ， 直 到 生命 的 终 
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应 江西 教育 出 版 社 之 邀 ， 我 们 共同 编辑 了 这 本 《陈景润 文集 》 . X 
集 》 收 集 了 景 润 在 各 个 时 期 的 主要 论文 , 其 中 还 附 有 我 们 撰写 的 景 润 的 “ 生 
平 与 工作 简介 ”. 

《文集 》 的 出 版 得 到 中 国 科学 院 数学 研究 所 的 支持 ;得 到 景 润 的 家 属 ， 
特别 是 由 昆 女 士 的 支持 ， 得 到 江西 教育 出 版 社 的 支持 ，《 文 集 》 的 编辑 过 
程 中 ， 从 论文 搜集 ， 选 择 ， 翻 译 与 校对 等 繁重 任务 ， 潘 承 彪 、 陆 柱 家 、 张 明 
络 、 王 天 泽 、 贾 朝 华 诸 教授 参与 了 工作 ， 在 出 版 过 程 中 ， 又 得 到 周 榕 芳 先 
E RANEE, 史 永 超 先生 与 王 婷 女 士 、 邵 欣 女士 的 帮助 ， 在 此 一 并 致 以 
深 深 的 感谢 . 


+ 元 ЖЖ 
1996 年 12 月 





Preface 


We got to know Jingrun in 1956. Wang Yuan graduated from Zhejiang 
University in 1952 and went to the Institute of Mathematics of the Chinese 
Academy of Sciences at once, and learned number theory from Professor 
L.K. Hua. Chengdong graduated from Peking University in 1936. As a stu- 
dent, he attended the seminar of number theory led by Professor Min Sihe. 
After graduation he became a postgraduate and continued to research on 
number theory. Jingrun graduated from Xiamen University in 1953. He 
was very much appreciated by Professor L.K.Hua because of his contribu- 
tion to Tarry problem. He was invited to attend the National Conference 
on Mathematical Treatises held in Beijing in August 1956. We knew each 
other at that time. 

We three started in the research of analytic number theory almost 
at the same time. We had often discussed and compared notes together 
and greatly supported each other for 40 years. We improved sieve method 
and Goldbach conjecture one after another and made contribution to the 
mathematical research in China. 

Jingrun was delicate in health since he was a child. He worked ex- 
tremely hard, lived a too simple life and his health broke down from con- 
Stant, overwork . In his later years he suffered from Parkinson's disease and 
spent ten years in hospital. Jingrun, with an indomitable will, still did his 
research work and instructed postgraduates in hospital untill the end of his 
life. 

At the invitation of Jiangxi Education Press, we compiled the present 
"Selected Papers", which contain main treatises of Jingrun in diffrent pe- 
riods, including a brief account of Jingrun's life and work composed by 
us. 

We got support from the Institute of Mathematics of the Chinese 
Academy of Sciences, from the relatives of Jingrun, especially from Madam 
You Kun, from Jiangxi Education Press in the publication of the "Se- 
lected Papers". During the process of composing the "Selected Papers", 
Professors Pan Chengbiao, Lu Zhujia, Zhang Mingyao, Wang Tianze, Jia 
Chaohua took part in the arduous task of searching, selecting, translating 
and proving the “Selected Papers". In the process of the publication, we 
also got assistance from Mr. Zhou Rongfang, Mr. Huang Mingyu, Mr. Shi 
Yongchao, Mrs. Wang Tin and Mrs. Shao Xin. We would like to express 
our heartfelt thanks to all of them. 


Wang Yuan, Pan Chengdong 
December 1996 
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陈景润 
一 一 生平 与 工作 简介 一 一 


Е x тәжін 
(中 国 科学 院 数学 研究 所 ) 。 “(山东 大 学 数学 系 ) 


陈景润 于 1933 年 5 月 22 日 ， 生 于 福建 省 福州 市 ， 他 的 父亲 陈 元 俊 是 
一 个 邮政 局 职员 ， 母 亲 于 1947 年 即 过 世 . 由 于 父亲 收入 低微 及 家 庭 人 口 较 
E, MURKA HRE. 

陈景润 在 福州 读 完小 学 与 中 学 . 1949 年 至 1953 年 ， 他 就 读 于 厦门 大 
学 数学 系 . 大 学 毕业 后 ， 由 政府 分 配 至 北京 市 第 四 中 学 任教 … 他 对 教师 这 一 
工作 很 不 适宜 而 被 辞退 ， 厦门 大 学 校长 王 亚 南 了 解 他 的 处 境 之 后 ， 于 1955 
年 2 月 将 陈景润 调 回 厦 门 大 学 工作 . 

那 时 ， 陈 景 润 对 数论 产生 了 强烈 的 兴趣 .厦门 地 处 海防 前 线 ， 时 常 有 
aS WED dde. 陈景润 就 把 华罗庚 的 专著 《 堆 侄 素数 论 》 撕 
开 ， 放 几 页 在 身上 ， 走 到 哪里 ， 学 到 哪里 ，《 堆 又 素 数论 )》 的 第 四 章 “ 某 些 
三 角 和 的 中 值 公式 (ID” 是 用 华罗庚 的 方法 来 处 理 低 次 多 项 式 所 对 应 的 三 
角 和 的 中 值 公式 . 第 五 章 “ 维 诺 格拉 打 夫 的 中 值 公式 及 其 推广 ” 则 是 用 维 诺 
格拉 打 夫 方法 来 处 理 高 次 多 项 式 对 应 的 三 角 和 的 中 值 公式 . 陈景润 发 现 用 
《 堆 刍 素数 论 》 第 五 章 的 方法 可 以 改进 第 四 章 的 某 些 结果 ， 他 写 了 一 篇 论 
X “KATHA (С. Tarry) 问题 " 寄 给 了 华罗庚， 华罗庚 将 陈景润 的 论文 交 
给 中 国 科学 院 数学 研究 所 的 一 些 研究 人 员 和 审查 .陈景润 的 结果 被 确认 是 对 
的 .华罗庚 认为 陈景润 是 一 个 很 有 才能 的 年 轻 人 . 

1956 年 8 月 ， 中 国 数学 会 在 北京 召开 “全 国 数学 论文 报告 会 ”由 华 罗 
庚 推 荐 ， 陈 景 润 应 邀 参加 大 会 ， 并 报告 了 他 关于 塔 内 问题 的 结果 ， 受 到 与 
会 者 的 好 评 ， 由 于 华罗庚 的 赏识 与 推荐 ， 陈 景 润 于 1957 年 10 月 被 调 到 中 
国 科学 院 数 学 研究 所 任 实习 研究 员 . 

陈景润 在 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 的 良好 环境 中 ， 研 究 工作 进展 很 快 ， 
取得 了 重要 成 果 . 他 从 研究 三 角 和 的 估计 及 其 应 用 入 手 , 对 圆 内 整 点 问题 ， 
除数 问题 ， 球 内 整 点 问题 及 华 林 (E. Waring) 问题 等 著名 问题 的 结果 ， 作 出 
了 重要 的 改进 . 

从 60 年 代 中 开始 ， 陈 景 渔 又 转 入 了 筛 法 及 其 应 用 的 研究 ， 达 到 了 他 研 
究 工作 的 顶峰 ， 他 对 哥 德 巴赫 (C. Goldbach) 猜想 及 殖 素 数 分 布 的 研究 成 
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果 有 广泛 的 影响 ， 受 到 国内 外 数学 家 的 高 度 评价 . 1978 年 与 1982 年 ， 他 
两 度 收 到 在 国际 数学 家 大 会 上 作 45 分 钟 报告 的 邀请 . 

陈景润 一 直 多 病 , 健康 欠 佳 . 在 “文化 大 革命 ”的 十 年 中 , 陈景润 受到 了 
错误 的 批判 与 不 公正 的 待遇 ， 使 他 的 工作 与 健康 都 受到 严重 的 伤害 ， 1984 
年 ， 陈 景 润 不 幸 得 了 帕 金 森 氏 综合 证 ， 即 使 在 这 样 的 情况 ， 他 仍 不 停 地 进 
行 研究 工作 ， 并 常 与 年 轻 学 生 讨论 数学 问题 1976 年 ，" 文 化 大 革命 " 结 
束 后 ， 陈 景 润 的 工作 与 生活 得 到 了 政府 很 好 的 照顾 ， 在 他 病 重 住 医院 的 几 
年 中 ， 更 得 到 政府 对 他 的 特别 照顾 1996 年 3 月 19 日 ， 陈 景 润 因 病情 加 
重 ， 治 疗 无 效 而 去 世 . 

由 于 陈景润 在 数学 上 的 突出 贡献 , 他 于 1977 年 被 提升 为 中 国 科 学 院 数 
学 研究 所 研究 员 ，1980 年 当选 为 中 国 科学 院 学 部 委员 . 陈景润 得 到 过 国家 
自然 科学 一 等 奖 ， 何 梁 何 利 数学 奖 与 中 国 数学 会 华罗庚 数学 奖 . 

陈景润 于 1980 年 与 由 昆 女 士 结婚 ， 生 有 一 个 儿子 陈 由 伟 . 





















































数学 工作 


一 ， 筛 法 及 其 应 用 
1. 表 大 偶数 为 素数 与 殉 素 数 之 和 . 

哥 德 巴赫 猜想 是 1742 年 ， 哥 德 巴赫 与 欧 拉 (L. Euler) 的 通信 中 提出 来 
的 关于 表 整 数 为 素数 之 和 的 两 个 猜想 ， 即 


每 一 个 偶数 > 6 都 是 两 个 奇 素数 之 和 ， (A) 
每 一 个 奇数 > 9 都 是 三 个 奇 素数 之 和 . (B) 


显然 由 (А) 可 以 推出 (B). 基于 圆 法 及 关于 素 变数 三 角 和 的 估计 ， 维 诺 格拉 
ЖЖ (И. М. Виноградов) 于 1937 年 天 才 地 证 明了 , 猜想 (B) 对 于 充分 大 的 
奇数 成 立 . 因此 剩 下 要 证 明 的 就 是 猜想 (A) Т. 利用 维 诺 格拉 条 夫 方 法 还 可 
以 证 明 ， 几 乎 所 有 的 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 . 详 言 之 ， 命 E(z) 表示 不 超过 
z 的 偶数 中 不 能 表示 为 两 个 素数 之 和 的 偶数 个 数 . 则 Е(т) = O(zx(Inx)-83)， 
其 中 B 为 任意 正常 数 ， 且 与 O 有 关 的 常数 仅 依赖 于 В. 

研究 猜想 (A) 的 另 一 个 方法 是 得 法 ， 筛 法 牧 源 于 公元 前 250 年 的 “ 埃 
拉 条 斯 染 尼 氏 (Eratosthenes) Ж”. 1919 年 ， 布 伦 (V. Brun) 对 得 法 作出 
了 重大 改进 , 并 将 它 用 于 哥 德 巴赫 猜想 . dh P. 表示 素 因 子 个 数 不 超 过 a 的 
整数 .我 们 称 P. 为 一 个 殖 素 数 ， 布 伦 证 明了 
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每 一 个 充分 大 的 偶数 都 是 两 个 素 因子 个 数 不 超 过 9 的 
殉 素 数 之 和 ， 简 单 记 为 (9, 9). (1) 


我 们 可 以 类 似 地 定义 《a,b)， 不 少数 学 家 改进 了 布 伦 的 方法 与 他 的 结 
Ж: (7,7) ( 拉 代 马 海尔 (H. Rademacher), 1924), (6, 6)( 埃 斯 特 曼 (T. Es- 
termann),1932), (5,5) ( 布 赫 夕 塔 布 (A. А. Buchstab) 1938), (4, 4) fri 
塔 布 ， 1940) 及 (a,b) (a +b < 6, ИЕ (P. Kuhn), 1954). ҖАЙ 
塔 布 与 孔 恩 是 将 某 些 组 合 方法 加 以 巧妙 地 运用 ， 从 而 使 布 伦 方法 的 威力 大 
大 地 提高 了 .关于 埃 拉 人 条 斯 染 尼 氏 筛 法 的 另 一 重要 改进 是 1947 年 赛 尔 贝 
格 (А. Selberg) 提出 来 的 . 综合 以 上 的 方法 ， 王 元 证 明了 (3,4)(1956) 与 
(2,3)(1957). 

ААО, ЖОЛИ АЖ (Yu. У. Linnik) ХЫ, PW 
№ (A. Rényi) 于 1948 年 证 明了 (1,c), BI 





每 一 个 大 偶数 都 是 一 个 素数 与 一 个 素 因 子 个 数 不 超 过 c 的 
殉 素 数 之 和 ， 其 中 是 一 个 常数 ， (2) 


fh 7(z; 上 ,1) ЖЕ р = ((шоак),р< 的 素数 个 数 ， 瑞 尼 关 于 (2) 
的 证 明 中 隐 含 了 下 面 关于 mr К, П) 的 中 值 公式 : 存在 6> 0 使 


т 


5 | 
E gen sro (os): в) 





其 中 p(k) 表示 欧 拉 函 数 ， liz = Ls Жа 为 常数 > 5. 1961 年 与 
1962 年 ， 巴 尔 巴 恩 (M. B. Barban) 与 潘 承 洞 分 别 独立 地 证 明 (3) 式 对 于 
8-%-гЖ6-1-ейм. 其 中 为 任意 正 数 ， 而 与 0 有 关 的 常数 
依赖 于 <， 潘 承 洞 并 由 6 = 3 — € 导出 (1.5). 1962 年 与 1963 年 ， 潘 承 洞 
与 巴尔 巴 恩 又 独立 地 证 明 (3) 式 对 于 5 = Š - e 成 立 并 推出 (0,4). 注意 有 
时 (3) 式 中 的 т(т;к,!) 需 换 成 一 个 加 权 和 . 1965 年 ， 阿 . HEURE UAE 
(A. L. Vinogradov) БЕН (Е. Bombieri) 独立 地 得 出 = 1 — =. жир 
的 结果 得 出 的 上 的 范围 还 更 大 一 些 , 即 zt/(ln т), 其 中 c2 是 依赖 于 ci 的 
正常 数 ， 由 此 导出 了 (1,3). 庞 比 尼 - Bí - 维 庶 格 拉 人 打 夫 公式 的 重要 性 在 于 
有 时 可 以 用 它 来 代替 广义 黎 曼 (G. Е. В. Riemann) fif. 
1966 年 ， 陈 景 润 天 才 地 引进 了 一 个 转换 原理 ， 从 而 证 明了 (1,2), BD 





每 个 大 偶数 都 是 一 个 素数 与 一 个 素 因子 个 数 不 超 过 2 的 殖 素 数 之 和 ，(4) 
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fü p pi pr pa 表示 素数 ，4 = {а,} 为 一 个 有 限 整 数 集合 , 及 F(A;q, q) Ж 
л 4 中 适合 下 面条 件 的 元 素 个 数 : а, = 0(modq), а) # 0(modp), (p< 
gpt9), 特别 记 F(A; q) = Е(А;1,4). 

命 nn 为 一 个 偶数 ，4 = {n 一 p,p < n). 


N2F(Ans)-l] Y]  F(A;p p). [x 51 


«n n-P=PLP2P3 
п <р<пћ (p12) 235п/Р1Р2 





及 M =N- Q + O(n9/!5), 此 处 (po) ERRI n < pm < nŠ < p> S 
(2). BT EHE - 阿 . 维 诺 格 拉 杂 夫 中 值 公式 及 各 种 第 法 可 以 得 出 
N 的 一 个 正 下 界 估计 ， 由 此 即 得 出 (13). 陈景润 引进 О, 并 给 一 个 上 界 估 
计 ， 从 而 使 M 有 一 个 正 下 界 ， 这样 就 证 明了 (1,2). (W, [18,19]). 


2. 表 偶 数 为 两 素数 之 和 的 表 法 数 估计 . 
йа 为 偶数 及 D(n)- ^ 1 表示 将 n 表 为 两 素数 之 和 的 表 法 个 


pikpi-n 


数 . 将 赛 尔 贝 格 筛 法 用 于 集合 4 = (a, = v(n-v),1 < v < n}, WETIRE] 
D(n) € 16о(п) 





(а o), 


-m22 — — N 
о(п) = l í. a) 

若 将 赛 尔 贝 格 筛 法 用 于 集合 4 = (a, =n 一 p,p < sb 并 用 到 庞 比 尼 
И. 维 诺 格拉 条 夫 中 值 公式 , 则 可 以 得 到 D(n) < 8c(n) 一 2 йа? (1--о(1)). 但 
和 欲 改进 系数 8, 则 是 很 困难 的 事 ， 1978 年 ， 陈 景 渔 将 系数 8 m 7.8342. 
换言之 ， 他 证 明了 ( 见 [25]) 


此 处 


D(n) < 7.8342o(n)—— (1 + о(1)). (5) 
(іп тп)” 


3. 殉 素 数 的 分 布 问题 . 
素数 论 中 有 一 个 著名 猜想 : 
щт > 1 时 ， 在 区 间 [z,z + 2z 引 中 恒 有 一 个 素数 (С) 


首先 是 布 伦 在 1919 年 ， 用 他 的 第 法 证 明了 ， 当 z 充分 大 时 ， 在 区 间 
[zz+z 直 中 存在 一 个 殖 素 数 Pi, 即 猜想 (C) 对 Pa 成 立 . 布 伦 的 结果 被 不 
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少数 学 家 加 以 改进 ， 例 如 王 元 在 1957 年 证 明了 存在 P, € [r.r + (г > 
zo)， 我 们 有 兴趣 于 这 样 的 问题 ， 即 对 于 用 列 素 数 P, 代替 素数 时 ， 猜 想 
(С) EBRA? 王 元 于 1957 年 证 明了 ， 当 r 充分 大 时 ， 有 P Рв 
[rr + 219]. 1969 年 ， 黎 切 尔 特 (H. E. Richert) 将 上 面 的 结果 进一步 改进 
为 P, € [r,z + zr], (roc zo). 1975 年 ， 陈 景 润 对 于 Р, 证 明了 猜想 (C)， 
即 当 z УЖЕ P> 使 


P, € [z. z + 23]. (6) 


陈景润 在 证 明 (6) 时 用 到 了 加 权 得 法 , 其 中 余 项 估计 用 到 了 三 角 和 的 估计 . 
1979 年 ， 陈 景 润 又 用 组 合 方法 将 (6) 式 中 的 7/2 改进 为 r047. 陈景润 的 
方法 成 为 以 后 不 少 重要 工作 的 出 发 点 (DL [21.27]). 


二 ， 其 他 工作 
а. 华 林 问 题 

所 谓 华 林 问 题 是 英国 数学 家 华 林 于 1770 年 提出 来 的 关于 表 正 整数 为 
正 整数 的 等 方 寒 和 的 问题 ， 即 

对 于 整数 人 > 2, 恒 存在 一 个 仅 依赖 于 人 的 台数 。= sU). 使 每 一 个 

正 整 数 都 可 以 表示 为 * 个 非 负 整 数 的 人 ОЕ. (D) 

这 一 历史 难题 是 1908 年 由 希 尔 伯 特 (D.Hilbert) 证 明 的 ， 谷 使 上 面 结论 成 
立 的 最 小 的 s 为 9( 人 ). E g(k) 等 于 什么 ? 或 其 上 界 估计 ? 已 有 的 重要 结果 
为 9(2) = 4( 欧 拉 ， 拉 格 朗 日 (3. L. Lagrange) 1770), (3) = 9 很 早 即 被 非 


弗 立 希 (А. Wieferich) 证 明 . ЖЖ (L. Е. Dickson) 5) ($. S. Pillai) 
独立 地 证 明了 当 大 > 6 及 





| +3} (7) 


时 有 
g(k) = 2* + [的 | -2, 
此 处 [т] 表示 г 的 整数 部 分 . 皮 勤 又 证 明了 %(6) = 73. 于 是 剩 下 要 处 理 的 
АЖ К = 4,5 及 使 (7) 式 不 成 立 的 上. 陈景润 于 1964 年 完全 解决 了 k= 5 
КӘР, HU 
9(5) = 37. (8) 





6 陈景润 文集 


用 陈景润 的 方法 还 可 以 导出 9(4) < 20. (№, [3,11,20]). 直至 1986 4E, 
巴 拉 苏 仆 勒 曼 尼 (К. Balasubramanian), 德 苏 耶 (J. М. Deshouillers) 5 8& 
斯 (Е. Dress) 才 证 明了 9(4) = 19. ( 见 [BDD86]). 





5. 格子 点 问题 
Я г(п) 表示 将 正 整数 nn 分解 成 两 个 整数 平方 之 和 的 分 法 个 数 及 7(0) = 


1. 则 
A(x) = bw r(n) 
0. 
ЖАРТИ u + oz < x 中 的 整 点 (uv) 的 个 数 ， 命 d(n) 表示 正 整 数 m 
的 因子 个 数 ， 则 
Р(х) = Y d(u) 
1<m<7 
就 是 在 双 曲 扇形 uv < ru > 1o > 1 中 的 整 点 (uv) 的 个 数 ， 所 谓 圆 
内 整 点 问题 与 除数 问题 分 别 为 求 最 小 的 9 与 ç з EN е>0ЕЖЯ 
A(x) = z+  O(z?**) 5j (т) = z(Inz + 25 -10+0(=**) 成 立 此 处 + 
为 欧 拉 常数 而 与 О 有 关 的 常数 仅 依赖 于 с. 数论 中 有 一 个 著名 的 猜想 : 
1 К 
а: (Е) 
还 有 一 个 著名 问题 为 求 黎 曼 C- 函数 在 临界 线 上 的 阶 , BD С +) 的 估计 . 
由 于 近代 处 理 这 些 问 题 的 方法 都 是 类 似 三 角 和 的 估计 ， 所 以 仅 叙述 圆 内 整 
点 问题 的 进展 . 
首先 是 高 斯 (C. F. Gauss) 证 明了 0= i 1903 年 , 伏 龙 诺 耶 (G. Voronoi) 
给 予 重要 改进 ， 他 证 明了 o = 1. 1906 年 夕 尔 宾 斯 基 (W. Sierpinski) 证 明 
了 06-4. 1923 年 ， 范 . 代 . 柯 尔 坡 特 (3. G. Van der Согра) 引进 了 某 种 
三 角 和 的 估计 ， 将 9 改进 为 9 = D 迄 至 1942 年 ， 最 佳 结 ERI = Ñ É 
华罗庚 得 到 的 . 1963 fg, 陈 景 光华 罗 庆 的 结果 改进 为 6 二 | i.m 


A(z) = zz + O(z $54). (9) 


№ (8]). 

现在 最 好 的 估计 是 依 万 尼斯 (H. Iwaniec) 与 莫 卓 溪 (J. Mozzochi) 得 到 
的 9= уу. (Ж. [IM88]). 

类 似 于 圆 内 整 点 问题 与 除数 问题 有 所 谓 球 内 整 点 问题 与 虚 二 次 域 的 类 
数 平均 问题 . 详 言 之 ， 命 B(z) 表示 球 и? ev! ew? € трі Қ (uv, ш) 
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的 个 数 ， 求 最 小 的 91 使 对 于 任何 。 > 0 EA B(z) = 372202 + O(zote)， 
这 就 是 球 内 整 点 问题 dr d 为 整数 > 0 及 h(-d) SERIE SUC, 0(У-4) 
的 类 数 ， 类 数 平均 问题 就 是 求 最 小 的 2 使 对 于 任何 = > 0, 

4т 
23) 





На)- У h(-d)= 


422 | 
332 r + (rh). 
1<4<г T 


1963 年 ， 陈 景 润 与 维 诺 格拉 采 夫 独立 地 证 明了 
бі = p1 = 2/3. (10) 
与 圆 内 整 点 问题 相 类 似 ， 0 与 ст 也 有 相应 的 改进 . 


6. 算术 级 数 中 的 最 小 素数 问题 

命 人 为 满足 (人 ,1) = 1 的 正 整数 , 问 在 算术 级 数 knt+l， п-0,1,2,... 
中 是 否 有 无 穷 多 个 素数 . 这 个 问题 是 狄 利克 雷 (G. L. Dirichlet) 于 1837 年 解 
RI. MA Plk, 0) 表示 上 面 算术 级 数 中 的 最 小 素数 ，1934 年 , 邱 拉 (S. Chowla) 
МН, ХРЕН > 0 WA 


P(k.1) = O(k**). (F) 


此 处 与 “0” 有 关 的 常数 依赖 于 =. 首先 是 林 尼 克 于 1944 年 证 明了 ， 存 在 党 
数 c 使 

P(k.1) = О(К°) (11) 
潘 承 洞 于 1957 年 最 先 定 出 c 5448. 其 后 不 少数 学 家 改进 了 潘 承 洞 的 结 
果 ， 其 中 陈景润 与 他 的 学 生 曾 证 明 过 c 可 以 取 如 下 之 值 : 


777,168.17,15,13.5,11.5, (12) 


(Ж, |17, 22, 26, 38, 40, 48). 


目前 最 佳 估计 с < 5.5 是 希 斯 - 仆 朗 (D. В. Heath-Brown) 得 到 的 . 
( 见 [HB92]). 


7. 哥 德 巴赫 数 问题 

凡 可 以 表示 为 两 个 素数 之 和 的 偶数 称 为 哥 德 巴赫 数 ，81 定义 过 的 E(z) 
就 是 不 超过 z 的 非 哥 德 巴赫 偶数 的 个 数 . 1975 年 , 蒙哥马利 (H. L. Mont- 
gomery) АКЕ (В. C. Vaughan) 将 E(x) 的 估计 改进 为 : 存在 5 > 0 使 
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E(x) = O(z!-*), 此 处 与 “O” 有 关 的 常数 依赖 于 5. (М [MV75]) 1979 年 ， 
陈景润 与 潘 承 洞 首次 定 出 





é > 0.01. (13) 
其 后 陈景润 又 将 5 的 估计 改进 为 > 0.05. (BL [29,30,44]). 


8. 三 角 和 的 估计 
йа 为 整数 >2 及 f(z) = aieo 为 整 系数 上 次 多 项 式 且 满 
Ж (ам... 21.0) = 1. 引入 完整 三 角 和 


4 


S(f(z).q) = У e(fGr)/q). 
r-l 
其 中 ely) = еу". 当 f(z) = az! ВФ, (аг? д) 就 是 有 名 的 高 斯 和 ， 高 斯 
给 出 了 估计 式 
[S(az?, q)] < 29. (14) 
对 于 一 般 的 完整 三 角 和 估计 这 一 著名 问题 是 华罗庚 于 1940 年 证 明 的 . 实际 
上 ， 由 韦 依 (A.Weil) 的 结果 可 以 得 出 : 


80702), a) < «Ка. (15) 


其 中 cQ) 为 依赖 于 大 的 常数 ， (15) 右 端 的 阶 1 - ] 是 至 于 硅 善 的 ， 1977 
年 ， 陈 景 润 给 出 了 elk) 的 估计 : 


c(h) = жаз X k 10, 


(16) 
exp(kA(k)), %3<8<9, 


ҖИР exp(z) = e* Ж 4(3) = 6.1, A(4) = 5.5, А(5) = 5, 4(6) = 4.7, 4(7) = 
4.4, А(8) = 4.2, А(9) = 4.05 ж. (И (23]). 

后 记 . 关于 陈景润 的 生平 与 工作 ， 过 去 曾 有 过 一 些 著作 .例如 [HR74， 
W80, PP81, W84, W88, WYP88, 791], 在 撰写 本 文 时 ， 作 者 参考 了 这 些 著 
fE. 

注 ， 带 数码 的 参考 文献 见 本 书后 “陈景润 论著 目录 ”. 
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华 林 问题 中 G(k) 的 估 值 1 


对 于 我 们 最 感 兴趣 的 是 关于 华 林 问 题 中 G(k) 的 研究 ， 这 里 的 G(k) Ж 
示 凡 充分 大 的 整数 n ETURA СОК) 个 非 负 整数 的 上 乘 方 之 和 者 ， 这 里 
要 证 明 
G(k) € k(3log k + 5.2), 
这 个 结果 是 改善 了 维 诺 格拉 条 夫 的 结果 : 
G(k) < k(3log + 11). 


在 本 文中 ， 我 们 假定 上 > 15, 并 采用 下 列 专用 记号 : 
N 是 满足 条 件 N > c 的 整数 ， 此 处 c 是 一 充分 大 的 数 . 
2P = [NÈ], т = 2kP*-155, 6 是 一 个 很 小 的 正 数 ， 


P, = [PCE], Pa = МР, р = (80707), 


2P 2P; 2% 
Т, = У giros Т = У елімі, т = Y е?тїөх*. 
т=Р т-Р, z=Po 
4 
тізе 
шен > еті; е(т) = e2*im, 
z=1 
И 
Т* (а, а, 4} = E у: jm t te(Bm); 
тере 
$ GP | I 
Tr(a,a,g) = Spe № Qe my бе == yera 
т=р} ч 
5 (2) у A 
" 
Ti(a.a,q) = 27% У; jm 46(Вт), fly = У Уен ое; 
m-pk v uo 


j= еі). 
在 上 面 记号 中 ，w 跑 过 区 间 3, < + Р 中 元 素数 ， 并 设 V Ж» 


的 个 数 ; vw 和 uo 跑 过 这 些 数 值 : 令 т, HUE z, -Р,,.... 2P,—1, z = 


* 1957 年 7 月 22 日 收 到 . 
+ 原 载 数 学 学 报 ， 8(1958), no. 2, рр. 253 - 257. 








[1958] 华 宁 问题 中 CG(k) {ИҢ п 





Р,...,2Р!-1, B х, = 0(mod 4k), zs = A(mod 4k), 这 里 4=0 当 大 2 
AS Ко=2!,з > k+ j К = 21, № = т(шой 4k),0 < m < 6А = 1 4 
= 21, N = m(mod 46), 26 < т < Ak,s < k + j, fit 
u= rk +. i 


log 6k log 3k 
+2|, п = тү +. 
一 log 1-4 — log 1-т 


运用 归纳 法 不 难 证 明 (证 明 的 方法 完全 相同 于 [2]), 集合 и 中 的 数 总 不 
出 乎 界限 PE. 与 (2Pj41)* 之 外 ， 且 互 不 相等 ， 集合 ш, 中 的 数 总 不 出 乎 界 
Ру 5 (28) 之 外 ， 且 互 不 相等 ， 设 u BU 1 U, uo 的 个 数 为 Vo, W 
有 PP PjU > РЕ И > РЕ, 


引 理 : 假定 УУ < M < N, 则 我 们 有 


大 


т = 








[таа otn оа) (Т; (а.а, e) (Tü (a, а, q)} ile( -Ma)da 
Нем Rav), 
这 里 
PP. РР pit < R(M) < ғ.а 
证 明 : 由 7"(a,a,g) 的 定义 ， 我 们 知道 这 积分 等 于 


-2-2)-[& 242j4[5], 一 2rz& M 1 ME 
q 2] 1105,4) + а pror dU Pasy) 1+1, 
ИТТ к 2 


求 和 中 mi 的 变动 范围 是 


P* < т,тә < (2P) Pk < пз, пл <(2Р1)5,..., 


k 
Pf < парча, порн < (2Р,)#, PË < ту, опоо < (2). 





HERE па по ть] = М. 对 于 固定 的 М, пз. 
决定 之 后 ， 则 ml 就 决定 ， 故 
1 _ (ағару. (ар) ору t3] 
(М) < k2+2;+[5] (Pj рарі а-а 
2 
< Ph... pa pÊ! p=, 


Poss 
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又 因为 251P4 < М < 2*PF, 所 以 当 
P* < n; < 2P*, PF < na,na < (2Р)*,..., 
P$ < позз, позз < QPj*, PË < поз, nya S QP)* 


时 有 ma 的 解 ， 故 有 





18) 
1 PEP... pie pits "TN 
R(M) z "EU pa : T m > РР. PP Py р 
” (PPP PPP) 
包含 所 有 满足 条 件 


а 1 1 1 
а=-+; (0,4) =1, -— < Z < —; 0 < q < P37; 0<a< 1 
С (а, 4) = " q 4 (1) 


之 о 的 区 间 称 为 基本 区 间 ; 从 区 间 —77! < a < -7-!+1 中 除去 基本 区 间 
之 后 所 留 下 之 区 间 叫 做 余 区 间 ， 并 用 т 来 表示 它 ， 我 们 用 та, 来 记 包含 
分 数 0 的 基本 区 间 相 对 应 的 部 分 ,用 Mag 来 记 由 -7-! 至 or lp 
不 属于 基本 区 间 ma, 之 其 余部 分 ， 则 





1-7-1 к 
I(N) = / ‚ TTR Та 929. е(- Мама 
д 


X X / Teao Tean 


4<pz 1 


(17.2, 4)} {T3 (a, a, 9) 1529 .е(- Ма)аа 


k 
+ 人 TTR,- TAT}? SQ e(- Мода 
qs Prr (09)=1 Б 
а, а, ӘУ (Т (а, а, а) $1820, 6(  No)do 
k 
+E у; Lum om 
gc py (49)=1 "ея 


-(Т<о,а, ӘРІ (оза. 9)? -+ (T7(0.a, Ф); (o. а, а)}@] 


{Т (a, а, 4)}{Т{ (е, а, а)}? 





xS? Q,e(—Na)da. (2) 
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由 [3] 的 引 理 5, 我 们 可 以 得 到 
У X  ir(eaofto.aor 
«ерт (өдіс "е9 


“(Т аа, (T$ (a, a, q))/31520, (-No)da 


oo 
«отот у; үз у; [^ anus 
акр (agal T 7 


«ЗУР. РР p=}, 
由 [3] 的 引 理 8, 我 们 可 以 得 到 
X X Cy 
qc ph (ач)=1` "ез 


‚(Даа e)? Cr (a, a, 9) 9] 5204 e(- а)ба 


ned 
Ту S ілуі f { 人 -itemin(P P-6-9|p]-14- 3 
4.“ 


дер? (80-1 


2, HH " 
HI min(P?, p-26-0|B|-2) p-1) pg .. . РР Ча 


КЕЛІ 
«» > асалуы | (min(P, P-*-0 p-1) 
даР? (09)=1 0 


+тйщ(Р?,Р-%®-1›в-%ург!}ав 


ЕГ p-h 
q< Piy (a.q)=1 0 


+ 人 (p 7-1 + Р-%%-5в-?р1)ав] 
Р-*® р 

k 
UVUoP?... PP p|] p2-k=1. 


我 们 知道 区 间 -r-1< a < -r-1+1 中 所 有 的 wa PET 
1 
q VN 





а= 2+8, (64) 1, 0<4<У5, |815 


(3) 


的 形式 . 我 们 先 就 余 区 间 中 能 以 q < Pi 表 成 (3) 之 形式 的 а, 来 估计 和 数 
Qu. 相同 于 [2] 第 48 页 的 证 明 方法 ， 我 们 有 Qa < UV P^. qe P; d. 
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2 i 2р 4 1 

但 是 у ете qg q < Pë Ë |B| < Ф 284 |У e| «ТВ, 
z=Po = Ро 

所 以 我 们 得 到 


ИШ ІН " Bi 
> ейтісг о, < Шур Юмер Fi 


z=Po 
现在 我 们 就 余 区 间 中 能 以 4 > Pi 表 成 (3) 之 形式 的 а, 来 估计 和 数 Qu. dB 


同 于 [2] 第 49 页 的 证 明 方法 ， 我 们 有 Q, <%вүї (1+ БІЛ 
以 我 们 得 到 


(2) 
эр; i 
(£ gras | 0, < Uv nep -DH 


r=Po 


利用 上 面 的 结果 可 得 
人 TTR -TA TË! s? 0, e(- Na)da 
« Е [тать отр вва 
< UU? P]... РРР 
由 (2) 式 我 们 得 到 


k 
І TÈTH, TA T?! S2Qae(-Na)da 


“ЕТЕК D рз ge 


u ш v u qc Рт (44)=1 


x (Saq)? ttile? Nu нов) RON —4- щи) 


*O(VU?U, P2... РР p?-*- ih 
011 £j fg 1) 


SEELS X ocu 


w v ир g-l(aq)-1 


x (Saq)? tHe? N -u-u u0) R( N —u - v! — ugv) 


*O(VU?Us PP -. . РРР р?к , 
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则 相似 于 [2] 的 第 二 章 引 理 7, 8, 9, 10, 可 得 





c a Й 
Y y acces, jr otro s o, 
471 (а,4)=1 


1% 
R(N — u — v! — ug) > P2... PEPI PE, 


此 处 cl 5j Миши, uov 无 关 ， 所 以 当 N 充分 大 时 ， ION) > 0. 但 I(N) 
是 将 数 N 表 成 k(31og k + 5.2) 个 形 如 ^ 的 项 的 和 的 表示 法 的 种 数 ， 此 处 
t 是 正 整 数 ， 由 是 即 得 G(k) < k(3log k + 5.2). 


参考 文献 


Ш EFE. жажжю. dox: 科学 出 版 社 ， 1953 

Ë) И M 维 诺 格拉 宁 夫 .数论 中 的 三 角 和 法 . 数学 进展 ，1(1) 

[3] Davenport Н. On Waring's problem {ог four-th powers, Ann. of Math., 1939, 40: 
731 ~ 747 





华 林 问 题 "(5) 的 估 值 人 


用 9(5) 表示 使 每 一 个 整数 N > 1 都 能 够 表示 成 为 
N =f +r +-+ (1) 


的 形式 的 最 小 正 整 数 r. 本 文 我 们 考虑 华 林 问 题 9(5) 的 估 值 . 
使 用 W. М. Виноградов 的 结果 ，Dickson 在 1933 年 曾 证 明 37 < 9(5) < 
54. 本 文 将 用 华罗庚 教授 研究 华 林 问 题 的 方法 给 出 估计 : 


37< g(5) < 40. 


4-1 zx 
对 于 (0,4) = 1,4 > 0, 4 Sag = Y 757. ща 经 过 模 g 的 简化 秋 
Ре D, 令 т-0 
Аа М) = 4718 У Sie "№, 


在 下 述 无 穷 级 数 都 收敛 的 情形 ， 今 
= X Alg, №), 


4=1 


v(P.N) = Sap, N). 


s=0 
我 们 有 下 述 引 理 : 
引 理 1 ”每 一 个 正 整数 < 101520 都 可 表 为 


N =z +r +-+ ro 


的 形式 ， 其 中 zi(1 < i < 40) 为 非 负 整数 ， 
358782 Шо 为 一 实数 上 且 满 足 a= G + (a4) = s 


pi 1/36 <4< pi*M64, p> 10200. 





* 1959 年 5 月 6 日 收 到 . 
t R Sci. Rec., 3(1959), pp. 327 - 330. 
D 原文 误 写 为 完全 剩余 系 . 
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则 有 





16 


тре = x zo [ps + (47) ве dog p* + 63) 





р тех 
У? е2"іат 
z-l 


3: (%) pH/a(log p* 十 63)20(120p4+1/36 4 p4+1/64 вр). 





设 N 是 一 个 > 10159 的 整数 ， 己 = [N3]; r РО, No, Ni 是 满 
Æ $N < No < Ni № - Pš-1/5 < N, < No 的 整数 .以 W(NS) 表示 将 N 
表 为 
№М=2 +18 ++), zi 为 正 整数 ， 


的 形式 的 表 法 个 数 . 则 有 


И (М) = / Hi тема, 
其 中 u 
T. = > етіне? 
zc] 
我 们 将 满足 条 件 
a=2+2, (а, а) = 1, = m 
q qT 47 


0<4<Р!/; 0<а<4. 
的 a 组 成 的 集合 称 作 基 本 区 间 . 将 区 间 
Ж Sas zi +1 
中 除去 基本 区 间 外 且 能 够 满足 


а= – +2, (a,q) =1, - 


2 

4 ` qr 4” 
PV? < q < pl-1/36. 0 <а< 4. 

的 oc 组 成 的 集合 称 作 第 一 余 区 间 . 将 基本 区 间 和 第 一 余 区 间 对 于 区 间 


1 1 
--<а<1-- 
7 Т. 
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的 余 区 间 称 为 第 二 余 区 间 . 以 WN) 中 对 应 于 基本 区 间 的 积分 ，HWa(Ni) 
表示 И’ (№) 中 对 应 于 第 一 余 区 闻 的 积分 ，W2(N1) 的 表示 WN) 中 对 应 
于 第 二 余 区 间 的 积分 ， 则 有 


(№) = Wo(N1)  W2(N1) + W) (№). 


引 理 3 ”我们 有 
16 
г(1+1 
Wo(No) )- Eten No e(No)| < 1055 p1-1/5; Nu 3) . 
г(5) 


引 理 4 我 人 有 有 6(N) < 1077. 
ЗБ а 是 一 个 实数 并 满足 a= б + (ag) = lel s фах 
p1-1/36; 7 < 4; > 10200. 则 有 


Б 
т.-4715,./ еч drl < V3(107)" P1- Ver + 4.50, 








定理 “每 一 个 整数 .> 101510 都 可 表 为 
N = фаў +5150, 


的 形式 ， 其 中 zi(1 < i < 40) 为 正 整数 . 
证 йш HD uo 相互 独立 地 经 过 不 超过 IN 且 可 表示 成 为 zi + zŠ + 
o + zb (zi 为 正 整数 ) 的 形式 的 整数 做 成 的 序列 ， 以 U 表示 这 样 的 整数 u 
的 个 数 . 4 
I(N)- f тусуге 2rilu+w)ae-2niNada 


则 有 


КМ) = X {WoN ф-и-и + И (М — u — W) + И, (М — ии}; 


由 引 理 3, 引 理 4 和 P > 10301. 我 们 有 


ХУ WO(N —u— ш) ) > [18 бе (LN Г)11/55 (№) — 1095 pH- Ms? 


и ow 


1 1472 
Pl / 
> из? ve 
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JR r= 4, 由 引 理 5 可 得 


1 г 
EYxww ии) < (6P171/36)16 Í Уу] emt) qa 


=ош 


< 616 p16-16/3617 < РЗ. 








由 引 理 2, 我 们 有 


DE WN -и-и) 


+ (à) Pi/3(log P^ + 63)29 (120p 1/16 + p4+1/64(]og P4 + 63)) 








< 2!6Р!! [уг + (去 ) P4+1/3(log P4 + 63)23 


х218р-5%1/341/72(/2 


1 lip? 
<= О“. 
75x10 í 


综合 上 述 结果 可 得 
№) > 0， 9(5) < 40. 


参考 文献 


Ш EPR Ee RID. ЖЖ: 科学 出 版 社 ， 1953 
[2] Dickson L E. Bull. of Amer. Math. Soc., 39: 701 ~ 727 





华 林 问 题 中 (о) 的 估 值 1 


假定 是 一 个 整数 > 12,p(z) = (т) = 2(z +1) (z + k 1). ic 
号 (к) 表示 最 小 的 整数 7 满足 条 件 ， 使 得 每 个 整数 N > 1 都 能 够 表示 成 


p(x1) ，2(z2) err) 
N= h tr t'u tha а) 


Нечаев?! 曾 证 明 有 





这 里 的 zi 是 一 个 非 负 整数 . 
k+ B + [5] <g(ph) <6Klnk 十 9klnlnk. 
本 文 的 目的 是 要 改善 这 个 不 等 式 为 


klnk — k < g(x) < 5(k n k + 12). 


华罗庚 教授 告诉 作者 说 : 他 同时 也 已 经 证 明了 (ok) > klnk- К. 作者 对 
于 华罗庚 教授 ， 越 民 义 教授 常 给 指导 ， 王 元 先生 常 给 帮助 表示 感谢 . 
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这 里 首先 是 来 估计 三 角 和 ， 所 用 的 记号 完全 相同 于 堆 双 素数 论 . 
引 理 1. dp f(z) 代表 一 个 有 整数 系数 的 多 项 式 


f(z) = aps" +++ ах + ao. 


# (ак,...,а,Р) = 1, W 





ә емені < ЕРЗ. 

==1 

引 理 2. 相同 于 引 理 1 的 条 件 但 P > k2*$/k, k > 12, W 
L 


P 
> e2xiJ(z)/PZ 


r=] 





< pia-), 








* 1957 4£ 9 H 26 日 收 到 . 
+ 原 载 数学 学 报 ， 9(1959), no. 3, рр. 264 - 270. 





11959) 华 林 问题 中 gl) 的 估 值 21 


E: @ t 是 能 整除 (kax,.…,2a2,01) 的 P 的 最 高 方 次 ， 则 显然 可 见 





Ға) -0(шоаР), 0<х<Р 


的 相 异 的 根 ， 其 重 数 分 别 为 ть. от, @ mi 十 … 十 mr = m, 易 见 
m € k — 1. 现在 用 数学 归纳 法 来 证 明 引 理 . 

1) 假定 工 = 1. 这 就 是 引 理 1 的 情况 . 

2) 假定 了 > 2. S 


P Р 
SPELADE E ера) = Y sS. 
v-loszcPL-i v-l 
zav(mod P) 
iR о 并非 uj 之 一 ， 则 命 

r=ytPrlz, 0<у<РІЗ, 0<2<P, 
即 得 

5, 


> ep (m) 
0<=<РЁ 
z=v(mod P) 


У X en(f() Ру) 


osy<PL-1 0<:<Р 
yEv(mod P) 


Р-1 


> ери(/00)) У ep(zf'(y)) = 0, (2) 
0<y<PL-I :-0 
yzv(mod P) 


如 果 о = шщ, HH Sie ЗИ 1.5 来 定义 oi, 如 此 则 得 


pL рісі 


5. = Ð epr(f(z)= Y, «ы (Қаш Ру) 


== у=1 


pii 


-ем(Қа)) У ере. (P7 (us + Ру) = f). 
y=1 
ft (т) = P= (ui + Ру) - Хи). 假定 工 > о, 由 归纳 法 可 得 
(Sul < Р°-15 (РЁ, аг) 
= poco) pas.—1|S(PL—%, gi(z)| 


< Рей-а)ң1-ау1-а;) pas; -1 
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< Рее-ірі1-а) (3) 


WR L < oi, 则 得 


[Su] < Р! = РаЁ-1рЫ1-а) < pasi-1 pL), (4) 
总 括 (2), (3), (4) 三 式 得 出 


(Рё, ад < РА (У рев), 6) 


ісі 


ШЕР > 2%, Дін [2] 的 引 理 3.5 知 本 引 理 能 够 成 立 ， 故 不 妨 假定 
P < 2*. 由 我 们 的 假定 w Я f'(z) = 0 (mod P) 的 根 ， 其 重 数 为 m, ЖЖ 
Ріш) = 0 (mod P), .. . , (ш) = 0 (mod P), {Н /(%%(ш) # 0 (mod P), 
则 由 堆 垒 素数 论 引 理 1.5 Мо, < т, 1. 代入 (5) 式 可 得 


[5(Р®, f(z))| < PAA у ринат = РИГ-а)р-1 y peste, 
1=1 


1=1 i= 


ШЖ т = 1, 则 引 理 显 见 成 立 . 如 r > 1, 如 所 有 的 Poe < 4, 
则 本 引 理 显 见 成 立 ， 如 Ptmi+la < 4... Pta < 4, 但 PImi+i+la > 
do sus Pm +) > 4. 则 得 


IS(PL, Қа) < (4 + pnm. *1)a) p-1pLü-a) 


< РИ) (41 + pl-«)p-! < (4k + Pl-2)p-1pta-o) 


< (1 +a)P-apt(1-a) < РЁЕ!-а) 


当 P > 195 (这 是 因为 如 果 a > 4,b > 4, WI a +b < Lab d < P73). 
如 果 所 有 Ptm+Da > 4,..., Pta > 4, 则 本 引 理 亦 显然 能 够 成 立 ，( 因 
P(mit1)a + р(та+1)а +... + р(т,+1)в < P(mi+mz+…+mr+la < pka = Р). 


故 本 引 理 成 立 . 
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在 这 里 我 们 为 了 估计 y(wx), 使 用 这 些 记号 : N 是 一 个 正 整 数 ，” 和 
п 是 整数 ， 


т>2Ё +1, n> 1. k > 12. M = k!N, 
P-[M^. P,=|o025P]. P, = [0.5P}°]. ..., P, = [0,5P!-4). 
假定 


и = y(&) + e£) +- + (En), 
这 里 的 6; 经 过 数值 : 
& = P.Pi +1,.... 2p, - 1. 


u 的 数目 记 之 为 V, 容易 得 到 = PP» D. 假定 ш 所 经 过 的 范围 相同 
于 u, Ве 
Мо =М-и-ш. N= i 


记号 N) 是 表示 将 正 整 数 M = ALN 表示 成 
М = p(T) + e(r2) + + p(z) + и+ и (6) 
的 个 数 . | 
假定 > PUS 则 有 
I(N) = ү LLU2e тема, 


这 里 


Р 
La = > e2riaP(z)， 


zzl 


Ux енен; 
a ; 


区 间 (7771.1 — 779) 将 它 分 成 基本 区 间 和 余 区 间 . 基本 区 间 乃 是 包含 所 有 
满足 下 面条 件 的 点 a 





0<9<PI-"、 0<а<@. 
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КИ (777,1 r 1) 中 除去 基本 区 间 之 后 ， 所 剩余 的 点 的 全 体 称 之 为 余 区 
间 ， 则 





I(N) = h(N) + b(N). 


Жж (а,4)-1,4>0, 


4 nh 
8.4 = > Nr МЕХ 


z-l 
这 里 的 a 经 过 一 个 关于 模 q 的 既 约 剩余 系 ， 令 


A(q) = А(а, Nr) 247 Y, Ste 78M. 


又 假定 
= Ра+а) („ат 
Мт) = Уу „№т), T, = = (k!et, 
S(N,r) 244 т”), Т, P(ra) (k!) 
(Р) = (Р, N,r) = 》 A(P*, N, r). 


s=0 


在 [1] 的 第 八 章 证 明 过 这 个 结果 . 
假定 存在 正常 数 a, аз, оз, 04, as 使 得 每 个 整数 N > с, 具有 下 面 的 不 
等 式 : 


1 1 
0< ту < © 0< т < os, 





DAN) - T, У Ne 16(Ме,т)| < asNra-1-05a2(1-a), 
No 
[(М/)| < a4V2Nroe-1-5， 
这 里 0 < ó < 0.5a2(1 — а), 
1 
Ума > име, c> [aalas + oaas]. — (65 
№ 5 
Д2 n > 12 时 有 


g(pn) < шах(Е ш Inc + 3k - 2,2n + r), (7) 
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取 





18/2 
7-28-41, n= [ры] +1. 
2 т 
则 有 : 
2n +r < 4kInk + 2k" ln lnk+6.4k < 4klnk+ 9k 1n In k. 


现在 来 估计 常数 a, a2, 03,04 № оз. 
引 理 3. 有 : in an < 97k3+6/k. 
证 : H [1] 的 引 理 3.8 Ж: 


@(N,r) = П v(P, N.r), 
P 


这 里 的 P 经 过 所 有 的 素数 .所 以 
1 da oer] 


SNr) VUP) wPy 


乘积 IV 经 过 所 有 素数 不 超过 16k?+6/*， 而 乘积 П" 经 过 所 有 的 素数 超过 
16k?*9/*, 由 [1] 的 引 理 3.9, 引 理 8.1 及 引 理 8.4 得 到 


(Р, N. r) > Р-(6+В0"-1), 





0, P»k. 1 P>3. 
OS k <{ 
Р-р PSk 2 P-2. 
即 有 : 
> (0+B)(r-1l)hn P 
P<16k2+6/k 
k 
< 2k 
< (X gno. > mp+In2) 
<А P<16k2+0/k 
< 963+ 
当 P > 16k2+6/k, 
` (1-та) рсе 1-0.5. 
V(P, N, r) - |< V. ps(1-ra) = р-!-95а 
(Р.т) - 1| < У) DIp < , 


гі 
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这 是 因为 
1 -2Р-!-® < posa, 


Ір © © 
所 以 
V(P,N,r) >1- PS, 
Bp 
п” 1 < п” 1 — < > z 1-0.5a < k3. 
v(P) 1-Р--Па 2>1642+6/% 
S(N,r) > айел š = > >= 
引 理 4 有 : oo < 1. 
引 理 5. 有 : 
112(№)| < ek у? уга-1-& , 
这 里 


> 
D UN S, 
! 7 Gn 1243 


引 理 6. Ж: as «4. 
引 理 4, 5, 6 的 证 明 见 [2]. 
引 理 7. 假定 NN > k. 则 


em qu Y NP e(Nsr) « as V2Nra-1-0.5a2(1—a), 
No 
这 里 оз < Қыл 
证 : 由 目的 引 理 3 Ж: оз < (8kc2)", 这 里 c Æ |Sagl < с. 从 
引 理 2, 及 [3] 的 引 理 1.3 及 引 理 1.6 易 得 с < КФУ) < мез 故 有 


2+6/k .3- k 
аз € (8ke?* +6/ )2Е+1 < ¿32k м. 


由 (6°) 得 到 
Inc < }Ищатоз(оз 十 a4)as] < EE Inajo»(o3 + oa)as 
< 126. ons + 32k3+6/k + 343 + 4) < 300k5+6/k, 


这 是 因为 6 = тр? < 0.5a?(1 – а). 
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由 (7) 得 到 





g(pk) < max(kIn Inc + 3k +2, 2п + т), 


2n r € 4k]nk + 9k Ш In k. 


К\п Inc - 3k +2 < k1n300k5*9/5 4+ 3k + 2 
< k[(5 $) m + maoo] +3Е +2 
< k(S1n k + 12). 


BIW glok) < k(5lnk +12). № (г) = z(z 1): (z + k — 1), 所 以 


(r1). k › 
v) = 1+0. 所 以 


的 表示 法 的 个 数 即 为 最 小 的 ， 故 有 


аба) > klnk — k. 
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给 定 区 域内 的 整 点 问题 人 


1. 记号 : 对 于 正 数 B, 记号 A < B 表示 |А|В-! 不 超过 某 个 常数 . 
sse .is1, .表示 任意 很 小 的 正常 数 . 
维 诺 格拉 条 夫 (И. М. Виноградов) 曾 在 [1] 中 给 出 和 式 


h(—1)-- h(-2) + + Ап) 


的 渐 近 式 的 剩余 项 的 次 级 为 


nl9/28+e, 


这 里 h(—t) 乃 是 数论 中 有 名 的 函数 . 
这 里 关于 剩余 项 我 们 给 出 更 低级 的 ， 它 是 
п35/52+є_ 
相似 的 方法 可 以 得 到 其 他 的 一 些 渐 近 式 的 剩余 项 也 具有 更 低 的 次 级 . 
例如 ， 关 于 球 内 Zz? ey! + 22 < а? 整 点 的 表 式 的 渐 近 式 剩余 项 的 次 级 为 


а35/26+є 


较 之 维 诺 格拉 采 夫 的 结果 [1] 


al9/14+e 


更 为 低级 . 

2. 为 了 证 明 我 们 的 结果 ， 需 要 使 用 下 面 的 二 个 引 理 ， 这 二 个 引 理 在 
[2,3] 中 已 经 证 明 过 了 . 

引 理 1. 假定 H,U, 4,g,7 是 满足 条 件 


Н>0, U*»» A1, O«r-q«U 
的 实数 ， 在 区 间 q < z < r 中 实 函数 Қа) 与 p(z) 满足 不 等 式 


A^! < f'(z) < А", у(х < H. 


*1962 年 6 Я 29 日 收 到 . 
+ 原 载 数学 学 报 ， 12(1962), по. 4, pp. 408 - 420. 
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同时 上 述 的 区 间 又 可 以 分 成 为 有 限 个 区 间 ， 在 其 中 任 一 个 区 间 ， 函 数 (т) 
都 是 单调 的 ， 则 有 





2тї/](т) КА 
У) vr)e < 可 二 +VA+n+D] 


q«z&r 
引 理 2. 假定 H,U, A, q.v 是 满足 条 件 


Н>0, U'» A»1, 0cr-q«U 


的 实数 ， 其 次 假定 f(z) 和 o(z) 都 是 次 数 不 超 过 某 常数 的 代数 函数 ， 同 时 
假定 它们 在 区 间 q < z < r 中 满足 条 件 


n -1 т 1 
А «f'(x)«A, f (z) € AU 


H <e(z) H, v(r«HU-, ф(х) < HU? 
则 存在 有 公式 
У ое = $^ Z¿+O(HT+ Hh(U 1) 
9<z<r f'(q)<k</'(r) 
这 里 ixi 
mp L fi (Zk) ani ker (n) 
Zx = bk e 
V2 / f" (zy) 
而 zk 是 由 等 式 f'(zk) = k MRE WMR kH f'(q), 或 f'(7) 没有 一 个 相 
同 则 取 = 1, ЖЖ k ЯП f'(q) Ж /'(т) 有 一 个 相同 时 ， 则 取 b, = 0.5, 最 后 
T < VA 而 对 于 非 整 数 的 f'(q) 与 f'(r) 又 有 
1 1 
T 
T max (ci vi) 
3. 相似 于 [2] 我 们 只 需 考虑 表达 式 


со 
B = У CmWm 
т=1 


2 
езтіт "> 


ху 
Wn= У Wan Иы= У 
z»/n4l т>-у17-п? 
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这 里 Cm 只 和 т 有 关 ， 且 有 Cm Zm 这 里 我 们 将 认为 Zm 是 由 等 式 


1 
zoa m щй т <А 
азая: HOA 





所 确定 ， 其 中 5 代表 一 个 充分 大 的 正 整数 而 
A = n1752, 


要 证 明 我 们 的 结果 只 需 证 明 
B K п35/52+°, 
在 [2] 中 曾 指示 出 下 面 的 不 等 式 
Wm < туп + Уп (Шт)? 如 果 m < Vn 


Wan, 如果 т> уп. 


因而 得 到 
<n9152 <п9/52 
E ои, « У тукан < п, 
т>0 т>0 
En? <п!/? 
2 5 т 35 
У CWn у p ea, 
m>ni?/s2+p тәл ы A Mm 
У си Y) us <, 
т>п\/? т>п\/% Ат 


这 里 取 = BG 又 利用 [2] 中 所 指示 出 的 变换 方法 可 以 得 到 


B= Bo + O(n35/52)， 


<п17/52+и 


В = Y с, У $ _2туп_ M Vm 


m»n9/52 Hm yy aad ámv — и 


其 次 Bo 可 以 分 成 为 < Inn 个 具有 形式 
Uu = $ о, E етм?) 


т> Mo 
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的 和 Ом, 这 里 Mo 和 М 是 满足 条 件 





59/92 <М<М< п\1/5?+и, M< fn 
由 从 [2] 所 得 到 的 结果 ， 容 易 推出 
Uy < Мт!?+* Zy max |Q|, 


$ е?таи /n(z-u2)) 


Lu V 
н>-М zr 


SAM? 
Q= 
Z>2M? 


这 里 a 是 任 一 满足 条 件 0 < a < 1 的 实数 . 
а. 对 于 和 Uy 分 为 二 类 ， 属 于 第 一 类 的 和 Ом, 满足 条 件 


n9/9 < М < nl4/52+4, 








, 


而 属于 第 二 类 的 和 Ом 满足 条 件 
ml4/52 < М < mLT/52+ 
对 于 属于 第 一 类 的 和 Um, 使 用 [2] 而 得 到 
UM < nr (982 4. 2/51/12) <ç п МУЗ 12 ie 35/8248 
所 以 说 我 们 只 需 考虑 和 Um 属于 第 二 类 的 ， 取 [2] hó h H 
к= [М!\°/9л,-1/1в) 


和 Q 中 对 应 于 /= 0 者 将 < 1, 而 对 于 其 他 的 项 六 = su = RA 
同样 的 数值 ， 所 以 


ЗМ 2ri(au^- /n(z—p?)) 
е 
0<1- 5 5 = 
z lu>0 u 








假设 9= [Mh] +1 M hi = Mg, 那么 hi <h 并 且 


4-1 
Q <1+35 Qi. 


ї=0 


s е2 Ком? + V/n(z-u?)) 


2 


а= У = 
ит и 


2 
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易 得 








<4Af2 一 H2 
Әр «УУ Y, eene. 
и м 'z»2M?-y4? 
为 了 简短 起 见 ， 规 定 


2 
в) = р Ме) = f) = VaV- VD с-а. 
这 里 ш 和 相互 无 关 经 过 那些 数值 
Һ <р, p<ilhith 


为 了 方便 起 见 ， 我 们 可 以 只 取 
jn > p. 
首先 考虑 满足 条 件 > 0 О, 为 了 简短 起 见 规定 
Di = 2M2 – 281, D; = 4M2 – PR. 
易 得 
Q0? «G-G' +С", 
с- ISl. CDD "= Уу". 


ЖҮЛ # m nom 


<D; 
5- > glee", 
і>0 
«Di 
S= Š (eif, 
2>2М?- и? 
<D; 
8" = > plz), 
2»4M?—y4? 


在 这 里 显然 有 (上 列 诸 式 u 和 и 所 经 过 的 区 间 是 Iba < и, p < lhi + hi) 


9, < ViGt+ Дб + yG". 
5. 研究 和 数 с. 为 了 简短 起 见 规定 


2 
D;u 22M? - hj - ja 
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这 里 记号 7 系 表示 具有 下 述 性 质 





2 
Dju = 2M? - Êh? -;à >2М?— 2 

















的 最 大 正 整数 ， 易 得 
EDju 
е- XE wi EE | X e| 
p m E m :>2M?—p? 
ш-и<м(рУ3 ш-и>м(1)У3 
<D, 
+ XXE | X eae 
Bou z>D;u 
ш-а>һм(493 
<р 
s УУ is УУ X. (yero 
ри и m :>2М1-;2 
ш-исм(фрУ3 ш-н>м(р9У3 
<2424,<2М2-02-()-1)е 2/1 
+ УУ; > plejet) 
BH 921 :>2М3-42Һ)2-)һ12/4 








ш-и>т(1)М3 


5/3 
WRR DE IS 假定 5 等 于 00. 得 ( 寺 ) 中 的 一 个 
икры 


数 ， 这 里 yı -y =E RHR «hs ЖН. 
t-2u£ + =? 
ц6-0%, (CUSTO, WA E> 0 时 上 则 满足 不 等 式 
Шһ& < t € (21 + 3)hy£€. 
又 由 于 和 S 中 的 求 和 的 整个 区 间 的 长 度 < 112, 当 & = 0 时 ， 求 得 : 
S' < M hl. 


TH E > 0 BF, 可 以 应 用 引 理 1. (H = M-2,U = А1, А=п 1 M5(hle)”1) 
就 得 到 


5'< n?/4 M-9/2p5/213/2¢1/2 Ф т”/4ММ2-,22-1/21-1/2 
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由 此 ， 引 导出 





харуз 
ZE |5]< $2 маму 
и m &>1 


ш-ист(рУ3 


+ n VA MV2471/2]-1/2671/2) + MI 


« пу M 79/255] 71A MV281-4/3 + M 7253]. 


因而 得 到 


<9-1 





XY я 


и m 
та uEhy -5/3 


1>0 


XMh-! 
« Y (M C PLVS 94-102 4 п-в пира 
0 


< M1⁄2 + пу M-AR? + 718 Мр K п9/52, 





EDju 
研究 和 уу) E жете) 假定 6 等 于 1,2,.….,h 中 的 一 个 
аи :22M2-,2 


数 ， 对 于 位 于 ha 和 lhi + hi 中 间 的 任 一 个 给 定 p 方程 ш и = € B 
解 的 数目 不 多 于 1 个 ， 当 上 > 0 时 应 用 引 理 1 (H = М-?, = М/,А- 
n-V? M5(hlg)-3) 而 得 到 








SDju Sh 
> > (ге? < > (vcn 
n iz»2M?-y4? 621 
ш-и>1 


n7 VAMVIR-VÓ-M26-M2 ір (yr + )м-) 


< nV M 90244102 4 nM? + hM- т (+ + 1), 








和 Di 
УУ] X «aee 
Bon 'u»2M?-y4? 
AI 一 A>1 


«АМА? + n=1/4M1/2h1=1/2 4 рм (% 十 1), 
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所 以 有 
<9-1 <D;u <Мһ-! 
> УУ > БӘРІБІР? > (емон 
1>0 и м |z>2M?-p? 1>0 








1-421 


+ n71/8MV/Apg1/2]-1/4 + ҺАМ 1n? (% + )) 


«пи MART 4 s 718 Mg M + gU? (% 十 1) < n9, 


«202-44 | <2М?-—1?Һ1-(у-1)һ?/1 
SER УУ Y > ӨРШІТЕ, 
B m 321 2»2M?— Dh? — jh2 /L 








ш-и>һ(1)У3 


22 十 1 中 的 一 个 数 ， 由 于 不 等 式 
ИЕ < t < (214+ 3)h4€ 


就 可 以 得 到 上 只 经 过 满足 下 面条 件 的 整数 
To«t€T, To -2h]-?, Т = (21+3)h?. 


1= 12 -1?, lh <р<1 +h, da <p <lh +h, 


这 些 t 的 数值 中 的 每 一 个 最 多 被 采用 n" 次 ， 所 以 有 
<2М?-12Һһ?-(у-1)һ11-1 


EE | s Феде? а 


нш а>2М3-0Һ-іһі-і 
ш-и>м3)У3 
<T ,S2M?-Ih1-(j-1)h217* 
n , А 
<] E eee, 


t»To #>2М?-1?Һ]—)Һ11-\ 


RE V 乃 表示 t 经 过 上 述 所 指出 的 界限 内 且 能 表示 为 





t=- p, 1 <и, p<ihth 


的 全 部 整数 ,而 所 得 到 的 这 个 和 式 ,去 掉 乘 数 ne" 以 后 , 就 可 以 分 为 < Inn 
个 具有 形式 


5т 


> 


t>7 :>2М2—12ҺФ—)Һ1/1 


<2М?-1?һ?—()-1)һ2/1 





3 
ф(г)е?" f|. 27 <п< т 
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2M?—Uh2—(j- 1)h2/L i 

的 和 式 ， 对 于 和 式 pR ge 可 以 应 用 引 理 2. 取 
222M? 2h? — jh? /L 

м» 


Var 


的 时 候 就 可 以 相信 引 理 2 的 条 件 是 满足 ， 又 由 等 式 f(v) = v 确定 zn 
又 令 





H-M^?, U-M?, A= 


Ром? — ВЫ — jt) = и, 
РОМ? ~ Ph — (j - 1h17 1, t) = 000), 


(^1) = M | 
там — t) | Vne — t) 3⁄2 — 27?) 4 


ЖАМ = VNV — зы = T) — vz, 














就 有 
<2м2-12һ2-(3-1)һ 
> e(z)e?rife 
2»22M? — Uh — ҘАР 
іні 
< > "(и te? (0 + О(п 1/4 MV2,-1/2). 
и> V2 
<т | <2М?%-1Һһ}-(у-1)һ1/1 
> > oleje Io 
t>7 :22M?-U R1 — jh? f 
Sn | <и: <m 
<| У водени «o( nM sie), 
ф>т'и>м фт 
但 是 满足 条 件 


і-шШ-и, lh <m < +, lh «uz +h 


的 所 有 t 的 个 数 不 超 过 А2 个 ， 所 以 就 有 


<n 
Yo ncn, a < nA MV24, 


і>т 
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<: 2 
> Фи, t)e?risGsn 


vu 





(% 


>т 


Y 60,0) в?” (и) 


и> 








<т 


«ы 


>т 








$n 


«һу 


>т 
关于 + 的 和 式 可 以 分 成 为 < Fr D 个 具有 如 下 形式 的 和 : 


$ 


$a 


2 
> olv, t)e? 799 0^0 3 


үл 








Su 


УУ Фф, pensio. 


v» 


h? 
т < n S + т. 








n 


容易 证 明 这 里 = n = (t) #l v = v = v(t) 都 是 t 的 减 小 函数 ， 令 


t= wi(v) Fl t = wz(z) 分 别 表 示 它 们 的 反 函 数 . 又 有 

<тз 

% «ace o. 
t» 


这 里 vo 所 经 过 的 区 间 相同 于 v, ҰН 


< 
У Фи, бе?" oF 


к> 








(t) = #(vo,t)ó(u; t), Y(t) = v(vo.t) — v(v, t) 
交换 和 号 的 次 序 ， 就 可 以 得 到 
> > > gt)e2riy(9 < >» [Ми 
t vo v w v 
e 
Vow = у é(t)e? 9), 
> е 
这 里 的 vo 和 и 分 别 经 过 满足 条 件 
v «vw Su, W <, <, vanl), и" = nlr) 
的 整数 ， 对 于 给 定 的 vo 和 v URL t' 则 由 等 式 


t = шах(т2, wi(vo), wi(v)) 


t” = min(73, wa(vo), w»(v)) 
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所 确定 ， 关 于 和 式 Von 可 以 得 到 





Ф) < H, t"-t«U, H-n PMT, U = Ww. 
又 有 


v" — v! = (то) — vi (T3) 


= [ле] к=?мї-һ{-(у-1)һ2/! 
<) 


< hI? nM, 


fen] 
- т,т; 
|94 3) z=2M?-l?h?—jh?/l 


* (ro — тз) [2 (ёла. 9) 


т-бт-0 т=бм=@ 


AX ВАТ 2М? РН} НЯ 2М? - РН — (j — НИ 中 间 的 一 个 
Ж. WQ Q 是 位 于 n 和 rs 中 间 的 一 个 数 ， 又 容易 得 到 Һ?/пМ-%-? > 1. 
ARE D [Ил] 中 间 所 包含 vo = v 部 分 应 具有 
vo и 


«(и - vV)UH < Mr Uthi 
考虑 vo Z v 的 和 式 Vow, 这 里 可 以 假定 vo > v (对 于 v > vo 的 情形 ， 


可 用 相同 的 方法 进行 研究 ), 为 了 方便 起 见 ， 规 定 w = vo — v, 由 [1] 可 以 得 
到 








Ow) _ 3 Gi - (ала —)!®уш 
ӘР аи OP Gus - O91 - 9) 
由 这 式 又 可 以 得 到 
1 < эө < > A= TM^, 
再 引用 引 理 1, 就 求 得 


« R( 3, e Va ems) 


K nV Мт (B? MuM? r7 + r M-15-12), 
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EARED Vanl 中 ， 对 应 于 vo > v 的 部 分 ， 就 应 有 
тарт 


oU 
«(v-v) Y име Ц Mar rM w?) 
ш>0 


«МИ пут - < b ait (Қ ) M-un. 


因而 得 到 
<2Ah2 一 42h 一 (7 一 TD)R3A 


xXx | X , жете 


hon 222M? I2 A1 — jhi /I 
n аф» 


UE 


іт 





Зи 


3 o, pese 


v» 








+ O(n7 "4 MU?h ln n) 





А2. ау уу де Ри) + (71/4 MY? In п) 





25 * manua: (25) 


*O(n-!/* MU?*h ln n) 


< n3/8 M -V/A55/21-?]n n + h? MU! In п + On- MMR In n). 


«20-44 | 2M? -Üh? -(j- ИВ? 


EE» p. UE. oc aue 
н 全 2>0 222M? - I2 h1 — jh2 І 
in -uz (p oo 


< (n3/8 M 11/4572 + h? М-Н + n7 MV? 2) ln n, 
所 以 有 
<9-1 


Y In?/? nyn3/8 маро + h?M-H па МЫ 
ісі 


3/2 
< (orn [М] saine msn [М ш/2, 





БӘСІРЕ 
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也 就 是 





<9-1 


> Ле < п9152+", 


121 


对 于 和 数 G” 可 以 使 用 研究 G' 时 所 用 的 相同 方法 而 得 到 
5- Ле" < п9/52+00. 


121 
6. 研究 满足 条 件 


h 2/3 
p aL A] ess 
а-в ІМ 1 


2/3 
的 和 数 G, тасжол. А) Pbi he 这 里 6 = ш-н 
80% H at hs, MEO 时 ， 求 得 
S<1, 
T E > 0 时 , 可 以 应 用 引 理 1 (H = M^*,U = M?, A = n 12 M5 (hE) 1), 
就 得 到 


5< n/4M-5/281/21/2£1/2 ET n 1⁄4 MV24-712,-V2g-/2. 


2/3 
这 里 推导 出 满 下 条 件 SAA] ro 的 和 数 G 应 有 


<h5/3M-2/31-5/3 
«В+ X h(n1/4 M-SP2821/2e1/2 
£20 


En VA М1? R 121-12 6-1/2) 


«А+ nV M TP &A172 + A M2 RI 


因而 得 到 

<9-1 
У Vh тМ4М-7/2,4-2--,-1/4М1/2,-1 
1>0 


< Mh-`1/2 + nV5M-7/4? In n п—1/8 МЗ 





< п9/52+є, 
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2/3 
О 的 和 数 G. 由 于 不 等 式 
Uhi < t < (21 + 3) 


就 得 到 t 只 经 过 满足 条 件 


Ta «t€ T, То = 2А01—2/3[һум}2/8, T = (21+ 3)h2. 
t=ul- 2, lh Sun <lh +h 


的 整数 ， 对 于 每 个 给 定 的 t 最 多 只 有 n” 个 解 ， 所 以 有 


e, 
G « n* V |5]. 


t»To 


这 里 记号 y" 乃 表 示 其 中 的 t 经 过 所 规定 的 区 间 外 ， 尚 需 满 足 t= p? - 
u’, lh < n, uj € lhi + h. 略 去 因子 ne” 以后， 就 可 以 将 这 个 和 式 分 成 
<ln TRAER 


sn, 3 
Gi = У], y «ntt 
t>7 


的 和 式 ， 现 在 考虑 其 中 的 一 个 和 式 ， 对 于 这 个 和 式 可 以 应 用 引 理 2, 2 


5 
Н=М-,‚ и=м?, А= М 
пт 


可 以 相信 该 引 理 的 条 件 是 满足 的 ， 由 等 式 (z, ,) =v 确定 zu. 令 


Рр) =u, f'(D>) = v. 


@(v,t) = M2 
даға — t) (а — t) 3⁄2 — 279) Ja 


Vt) = УПИ — VZ: = Ñ) — гы 
就 有 


Su ; 
s= У КЕ, детін) + Оп Mt -1/2), 
vou v2 
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因而 有 





= 
Gi < Go + Y n I MV LM « G, + hn AMI, 


(>т 
Sn S= 

а = 3| Ў oo enim 
{>т v» 





考虑 和 数 G2. 这 个 和 号 的 上 限 , FI = n = (t) fi v = n = nlt) 

都 是 t 的 减 小 函数 . 假定 t= ал (и) fl t = оо (и) 分 别 是 它们 的 反 函 数 ， 就 
得 到 

<" 

6 «ту 

>т 

$n 


«пу, 


t>7 


Kh? У > > деге o. 
t wv 


Зи 
> ó(v, Вет) 
к> 
<= 
3 (и, t)e?risst) 


v» 


2 








2 








在 [1] 中 得 到 
25 > > 的 (t)e2riy( 
t u v 
< n2/4 M -11/2;-3/2 + т/4м-9/23/2 十 M-27 
因而 有 
G2 < h? M-?5 + n3/4 M M2 4278/2. 
Сэ < hM1+1⁄2 + 3/8 M -11/AR L3/A. 
Су < M7 VV? + 3/8 M MAR 13/4 十 n71A MM, 
G «п (МУТУ + n3/8 M -VUAMTSIA + 714 MIR) 


«пе (MIRI? + 3/8 M -11/485/2]8/4 十 n7VA MAR), 
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就 得 到 


<9-1 


> уа 


10 





<9-1 
< sk Vn? (M 1201/2 + n3/8 M-11/4h5/213/4 + 4-1/4М1/2, 
10 


< n" P(M3IAR&-1A + 13/16,-1/8 + 71/8 5/4102) < 9/52, 





7. 考虑 满足 条 件 ! = 0 8) О. 4 t 0 时 , 关于 >z 求 和 易 得 < 1, MRP 
对 应 于 t > 0 部 分 ,可 以 应 用 引 理 1. (H = M-2 U = M, A= mn-U2M5t-D) 
就 得 到 
<4М?-и% 


У plejer | < mL/4M-5124112 + MAMMA 
:>2М2-,2 





сота її! = r, š r > 0 时 的 解 的 数目 不 超 
个， 现在 先 考虑 Qo sig cere] 的 部 分 应 有 


<h?[h/M}?/3 
«hn > (nl4M-5/2712 十 mn-I4MI27-1/2) 
т>0 


< h + nV М-Т я + MAR МИ? с 18/52 














所 以 有 
95 K h+nAMT + п ЧАМЬ 
<ам? 

+ УУ, Y дае о) 

| м 2>2М? 
t=u}—p? >h? $]? 
<2м? 

е, 252 { 25 (eno 

и м 2>2М2-ұ2 


t=p}-p? >h? [$] 


<4M? 


> geto, 


2>4М?-и? 


+ 
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相似 于 考虑 当 1 > 0 时 的 和 数 





<4М? 
ху |> e(a)etrife 
в м а>2М? 





np 2M Из 


的 方法 ， 可 以 得 到 


<4М? 


> > | У glz) Io 


и m ç z>2M2 
ЫРЫ 


< n!8/52, 

















现在 考虑 和 数 
«2M? «AM? | 
SE { Y eme. У aene |: 
и m #>2М?-и? :>4М?-и? 


ани? изв 2/3 


应 用 引 理 1. 取 (H = M-2,U = №, A = n? M5t-1) 就 得 到 














<2M? <4M? 
> oleje + У e(z)e2rif(a) 
2>2M?—p? 2>4М2-,2 


< n M PR + пам, 


当 u- = t> 0 最 多 只 有 ms 个 解 ， 所 以 有 











«2M? «AM? 
хх { Y нето + > eem 
hon z»2M?-,? z>4M?— u? 
оњ) 
<h? 
< CU [922202 nV MV) 
t»0 


< nV М 9/25 + п АМУ? < 18/52, 


所 以 得 到 
Qo < п?/52. 


由 上 面 所 证 明 的 各 部 分 结果 ， 总 和 得 到 


НЕКЕ ТРЕ 
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当 m < Á 时 ， 得 到 


Uy < n35/52+e1 、 
而 当 m > Á 时 ， 得 到 
35/52+є1 nm" 
Ом < Nm «n , 
所 以 我 们 的 结果 就 得 到 证 明 . 
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圆 内 整 点 问题 *t 


用 RO ЖИ 22 + у? = 上 的 内 面 及 圆周 上 面 的 整 点 的 数目 ， 很 容易 
证 明 当 — oo 时 R(t) ~ zt, 实际 上 我 们 有 
R(t) = zt + O(t?), (1) 
这 里 a 代表 某 个 小 于 1 的 数 ， 我 们 的 问题 就 是 去 寻求 使 得 (1) 式 成 立 的 a 
的 下 界 9. 到 现在 为 止 ， 最 好 的 结果 是 华罗庚 在 1942 年 得 到 的 9 < 1]. 又 
尹 文 霖 曾 在 (4| 中 从 事 于 这 方面 的 工作 ， 但 是 他 的 证 明 是 错 的 ， 我 们 将 于 
下 节 指出 他 的 错误 ， 本 文 的 目的 是 使 用 [1] 和 [3] 的 方法 来 处 理 圆 内 整 点 问 
题 ， 并 得 到 < 19 +e 这里。 是 任 一 给 定 的 正 数 . 


81. 


关于 文 和] 中 的 错误 : 在 文 [4] 中 所 得 到 的 
D = 2%.3%(и? 十 2)2u2u2(2u8 + 8ибъ? + 13u*v* + 8u2u6 + 208) 
是 错误 的 ,实际 上 应 该 有 D = 0, 因此 该 文 的 证 明 是 错 的 . 实际 上 该 文中 对 
ЧОН 的 处 理 也 存在 有 错误 ， 现 在 我 们 来 证 明 D = 0. HF 
фи = (и? v?) T Cx (124v? — 304) + Y (~6u3v + 9ш3) 
十 2Z(2u4 — 11и?ь? + 204) + W(9u3u — 6uv?)), 
这 里 
X = mmm, У —YXmimong, 2 = Ўтупәтз, W = nimons, 
而 得 到 
Фиш = (и? + 02) -9/2{( —60и3%? + 45uv*) X + (24uv — 72473 + 9%5)у 
+(—6u5 + 63и35? ~ 36uv4) 2 + (- 36utv + 63u?v? — 6v9)W ), 
因此 有 





* 1962 年 9 月 27 НЩ. 
+ 原 载 数学 学 报 ， 13(1963), no. 2, pp. 299 - 313. 
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D= 
—60u?v? + 450% 24u* — 72u?v? + 9% 一 6u4 + 63u2u2 — 36v* —36u + 63u?v? — 6v* 
—6u* + 634202 — 3694 —36u* + 63u?v? — бо* 9и* — 721202 + 240 45u* — 60u?v? 
12u?v? — 30% —6u* 十 9u2u2 2u* — 114202 + 2u4 9ч*-6ч%%? 
—6u?v? + 904 2u* — 114222 + 2v$ өші? — бо 一 3u4 + 12262 


在 行列 式 中 将 第 二 行 加 于 第 一 行 ， 将 第 四 行 加 于 第 三 行 ， 第 四 列 取出 公 因 
子 3 得 到 


一 6u2 + 902 一 12u2 + 302 Зи? — 12v? Зи? ~ 212 
no —6u* + 63u?v? — 3604  —36u* + 63u?v? — 65% Jut — 72u?v? 十 24u4 15u* — 204202 

6v? 一 4u2 + 2v? 2u? – 40? 2а? 

一 6u2u2 + 904 244- 114202 +204 9u?v? — бь* -ut + 4и202 





х3(и? 十 b2)2. 
将 (-1) 乘 第 一 列 加 于 第 二 列 ， 将 2 倍 第 四 列 加 于 第 二 列 ， 又 将 š 倍 第 一 
列 加 于 第 三 列 ， 将 (-3) 倍 第 四 列 加 于 第 三 列 得 到 





3(—2u2 + 302) -10v? 一 10u2 Зи? ~ 22 

一 6u4 + 63и202 — 3604 —40и202 + 3054 一 40u4 十 30u2u2 154 — 204702 
D = 3(и2 +v?) u^ + 63u*v' Шш v' i ц? + 30u^v u u i 

6v? -4v? 一 4u2 2u2 

一 6u2u2 + 904 3u?v? — туй Зиё — Tu? v? —u* + Au? v? 


在 上 式 第 二 列 中 取出 公 因子 v? 而 在 第 三 列 中 取出 公 因子 u’, 即 得 第 二 列 
和 第 三 列 完全 相同 ， 故 D = 0. 


$2. 


我 们 令 
Af(z,y) = f(z + т + mo + тз,у + т + no + тз) 
—Yf(z + ти + тә, у +n + no) 
+УДт + пи, y +n) — /(т,у). 
又 令 
G(z,y) = 4(/17ғу), Х-бтітҙтҙ, У = 22malmana 
Z = 2Утупэпз, W = ninna, 


这 里 mi > 1 的 整数 , 而 n; УЖЕ, шах(т.у) > L, m, = O(n), n, = O(n). 
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# ng 





3 " 
= 1074127 QUY ZW) 
2 v2 22 4 уу? 
+W 
ое, 


GzzGyy — ба, = 


这 里 
Q(X,Y,Z.W) = (8r* + 6z?y? + 3y*)y? X? 
十 3(4z6 + 4r4y? + 21z?y* + 6,6) у? 
+3(626 + 217312 + 4х?у% + 49) 2? + (324 + 6х?у? + 8у%)т?У/? 
—2ху(8т* — 4г?у? + 31) ХУ - 2zy(3z4 — 422 + 8y*) ZW 
一 2(2z6 + 20z4y2 + 9224 + 69) XZ 
一 2(6z6 + 97*y? + 20224 + 29)YW 
+2(4z + 3х2у? + Ay*)zy XW - 9023у3У Z. 
现在 我 们 要 证 明 下 面 的 三 个 引 理 . 
引 理 1. 当 z >y 时 ， 我 们 有 
Q(X, Y, Z,W) > 1075(z*(yX – тҮ)? + г2у2(уҮ — х7)? 
vz*(yZ — zW)2). 
WE. 首先 我 们 证 明 
ү?> XZ, Z2> YW. 
H+ 
Y? =4 [2mamams(manans + manana + manina) 
mimos 一 mamana)2 + Ë (miman2 — тұту)! 
Humans — maman; ? + mim?manans 
+mimimanins + mim$mmin;] 
= XZ + (түтәлз — mimana)2 + Ë (miməna — mamana )2 
+{}(тутзлә — m2mani)?. 


同样 的 我 们 可 以 证 明 7? > YW. 
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(1) Жух — zY = ozY М lal < 3. + 


Qi(X, Y, Z,W) = (82% — 42?y? + зу) (ух — тү)? 
十 (3z4 — 4х?у? + 8y*) (yZ — zW)2 + 42z?y? (yY - хр)? 
+1022(у?Х - 222)? + 6у2(у2У - z2W)2 
十 (9z4y2 + 8z?y* + Ay)(Z? — YW) 
+(426 + 1224? + 12z?y* + 4,6)(У? — XZ), 
则 有 
Q(X,Y,Z,W) = Qi(X, Y, 2, W) + (Ax*y?W? — 8z?y!Y W + 822122 
十 8y6(Y2 — XZ) — 12z?yt YW + 8ry XW) + {613/32 
+9242 Z? — 95*3?YW + 6z33 XW + 6z?y (Y? — X Z)) 
十 {4z4y2Y2 — 8z*y X Z + 8162? — 1235Y W + 8z5y XW) 
= Qi, Y, Z,W)- (4y(z?W — y?Y 4 ((4 + 80) 
+(4 — 8a)|z?y*Z? + AySY? — 8y X Z — (4 - 8o) z^y!YW) 
t (3z?y?(yY ~ 22)? + [(3 + бе) + (3 — 60)]z*y? Z? 
-(3 — 6o)z*y?Y W + 32? У? — бәз X Z) + (4x5? Y? 
—82*y? X Z + ((4 + 8a) + (4 — 8а)] 26 Z? — (4 — 8a)Ja*YW) 
> Qi (X, Y, Z,W) + (46Y? + (4 + 80)2?y*Z? - 85 XZ) 
十 {3z2?y4Y2 + (3 + 60)2*y? Z? — 6z?y1X Z) 
t (4z*y? Y? + (4 + 8o)z5Z2 — 8z*y? X Z). (2) 


由 于 yX — zY = аху, |а| < 1. 再 设 zZ -yY = Зо(т7). 因此 我 们 有 


УХ = (1+а)(1 — да)? 2, (yj? X — 222)? = o?(1 Во -6)2z422， 
_ 1- Ва 





y? XZ, 
1+a у G 

—а - да 

у? — есеге 
XZ = LXI, (4) 


这 里 不 妨 假定 Z > 0, 否则 由 (2) 式 显 见 我 们 的 引 理 1 在 lal < 上 时 是 成 立 
的 . 
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(la) # |3| > 1, WE z2y* (х7 — уу)? > o?zy?Z?, 

(1b) Æ |3| < 1, WH (4) RER a 不 能 为 正 ， 否 则 Y2 - XZ «0, 
Qc) WR -3 sosom 320 W Y! -XZ > -r2—XZ, 

ad) 如 果 -4 <а<0-2<0<0Ш 


(УХ — 122)? > 02412? y2 -XZ > - Z. 


reg 
MR -3 хохо} W x - 27222 > 98021672, 
(1A) 8 $ > o > 0 Bf (下 面 各 式 常用 到 z > y), WA 
{4y°Y? + (4 + 8a)z*y 1 Z? — 8y8X Z} 
(322042 + (3 + 60)r*y? Z? — 6*5 X Z} тау (yy - zZ)? 
> (45Y2 + (4 + Ва + 4o2)z2 422 — 846X Z} 
十 {3z2y4Y2 + (3 + бо + 3a2)z4y222 — 65? XZ) 


„8 r2 
2 t £, — -8X Z + AN1 + efe) 
а 





6 
+ Ë а Ба 7 X26r2yAX 十 3(1 十 пи) 
а 


> 0. 
(4z*y? Y? + (4 + Ва)х622 — 8z42 XZ} + 6z*(yX — тү)? 
> (4+ 6a7)rty? Y? + (4 十 8a)z6Z2 — ухи 
_ (4+6a2) 
(1+а)? 
> 0. 


ity X? — 6х%у?Х Z + (4 + 8ajz622 


(1B) 如 果 -二 sa<0.6> 0 时 ， 则 有 
(4y9Y? + (4+ 8а)т?у4 Z? — 8y9XZ) 
t (rhy Y? + (3 + бе)т*у?7? — Gr? y' xz) 
t (4x*y?Y? + (4 十 8a)z62Z2 — 8х4?Х 7} 
T (8y9 + 62?y* 十 82*y?)(Y? — XZ) 


8 

y 2,472 n) 
2 d4 4448 -8 (1+—®_) ех 
dI [ics y z) 
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2 
+ bo uium -6 Q M 2) ZXZ+ (3+ вои) 
а 








5 р а 
+ Галу {таў -8 (1 Жа =) z*y XZ 十 (4 十 вол} 


(1C) 如 果 -$ «a «0,8 < 0, 则 有 


(4y6Y? + (4 + 80)z?y* Z? — 8y X Z} + 4a? (y? X — z2Z)2 
十 {3z2y4Y2 — 62? X Z + (3+ 60)2*y? Z?) + 3a? (y? X — 227)? 
8 
y 2 22,472 6 
>44-----2Х7--4(1- Z'-8y XZ 
>f ZUra (1 十 a) r y у 
2 


X f А 
3/6 —6r?y XZ + 3(1 + а)? ‘у? 22 
V Gray ir” Q +a) rty 





>0. 
如 果 -}<8<0,ШЖ 


(4212? + (4 + 8o)z5Z2 — 8z4y2XZ} + (4z6 + 1224?) (Y? ~ XZ) 








луб т Хә -8 ( +12 i) riy XZ + (4 + Во)х®7? 
>0. 
如 果 6 < 一 WA 
{4z4y2Y2 + (4 + 8o)z25Z2 — 8z*y? X Z} + За? (y? X — z2Z)2 


> 422 





Gray —8х*%у?Х7 + ( + 8а + Ta?) 262? > 0. 


故 当 ~- 专 < a < 寺 时 ， 我 们 的 引 理 1 得 证 . 
(2) УХ — zY = ozY 而 a > 1, WI y ЖЕҢ УД, РНЕ АЕ 
于 负数 . 
(2a) 如 果 W > 0, 则 有 
Q(X,Y, Z, W) = {10z2y4X2 + 18r622 — 26rty? X Z) 
(Y? — XZ)(41ê  14z*y? + 18т?у% + 1295) 
+(8х% — 4z?y? + 3у%)(уХ — тҮ)? + 4572y (уу — zZ)2 
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十 (2z4y2 — 3х?у% + 4у6)Ү? + (314 — 4т?у? + 8y*)(yZ — zW)?) 
+{(1524у? + 16z?y* + 45) Z? – (922 + 2212у* + 4yf)YW } 
+{2у6у? + 10z32W2 — 6z?y^YW) 
+ {(8z5 + 623y? + 8zy*)W (ух - 3zY)} Я 
故 由 yX > гу 显 见 引 理 1 成立. 
(2b) 如 果 W < 0, ШЖ 
Q(X,Y, Z,W) = ((1.5z* — 4z?y? + 3y*)(yX — хү)? + 6yfY? 
+10:?у57? + 12y9Z? + 45z?y? (yY — rZ)? 
十 (2z2y4X2 — 3х?у%Х Z + 2х?у%7?) 
+ (426 + 1612 十 15z2y4 + 12у5)(Ү? - X Z)) 
+{6.52*(уХ — тҮ)? + 2.5z5|W|2 + 12z25Y|W| — 8z5yX|W|) 
+{(0.526 + 6z4g2 + 8z2/4)W2 + (8z2y4X2 — 24z*y? X Z + 18257?) 
+182‘? Z? + (18z*y? + 40z?y* + 45)Y|W| 
— (653? + 8zy*)y X|W| — 2zy(3z4 — Az2y? + 8y*)ZW). 
又 我 们 有 
6.5z*(yX — тҮ)? + 2.529|W|? + 1225Y |W] — 8z5yX|W| 


2 
8a — 
= 6.524? _@ д? $074 
(+a) 1+а 





z5y|W|X + 2.5z9|W|? > 0. 


(2b) 4 W < 0,2 > 0 BF, W -ZW > 0, ж 

Pa < 2, 显 见 引 理 1 成 立 . 

34 a > 2, ll 3z2y4X2 > 3z2y2(9z2Y2) > 27z4y2XZ. 

而 5z2y4X2 + (6249? + 8z2y4)H72 — (6z3y2 + 8zy*) X|W|y > 0. 故 引 
理 1 也 成 立 . 

(252) 4 W < 0,2 < 0 BF, W| -XZ > 0. di 

8z?y* X? + (51242 + 322y*) W? — (6232 + 8ту%)у X|W| > 0, 

(z*y? + 52? y*)W? + (1025 + 18*y?) Z? — 2zy(3z* + 8y*) ZW > 0, 


故 引 理 1 也 成 立 . 
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(3) УХ — zY = ozY 而 -1 < a < -于 时 ， 当 然 这 里 Y 不 可 能 为 
负 . 
(За) 假定 W > 0,Z > 0, 则 有 zy = ША. >2уХ. 


(За) Я 3yX > zY > 2yX, WA 
Q(X, Y, Z,W) = ((1.5z* — 4х?у? + 3y*)(yX — хү)? + 416(у? — XZ) 
十 (3z4 — 41202 + 8y*)(yZ — zW)? + 45z? y? (yY - zZ)2) 
[242 + 3z2g2 + Ay) Ww (ух - Ry) 
+ (9325 + 9z4y2  1622y* + 4%) (2° ~ Yw)) 
*(eszttyx = zY)2 + 102?y* X? 十 9z4y2Y2 + 82252? 
-402* XZ) + (125? Y? — T2? YW + 225y!W?] 
t (1522y5Y? — 182?y! X Z + 323? Z?) 
t (3.5y9Y? — 126 XZ + 3z4y22Z2} 
+ {14.5562 + 8zt2W2 — nieyvw). (5) 
HA yX > 12 及 z2Y2 > PX? 就 显 见 我 们 的 引 理 1 成 立 . 
(За) 设 zY > 3yX, WA 
Q(X,Y, Z, W) = ((1.5z* — 4х?у? + 3y*)(yX — хү)? 
十 (12z6 + 10z*y? + 162? y* + 49)(Z? – YW) 
十 (3z4 — 4z2y? + 84) (у2 — zW)? + 45z?y?(yY - х7)? 
+4z5(Y2 — XZ)) 
+{6.52(уХ — ху)? -10z?y* X?-c6z*y?Y? — 4071y? X Z +6z5Z2) 
t (1522y*Y? + 5249272 — 18z2y4XZ — 126 XZ) 
t (2(4z* 十 3z2y2 + Ay')zyXW) 
十 {18y6Y2 + 8z*y?W? — 24z24y W) 
t(10z*y2Y? — 8z*? YW + 2z*y?W?). 
再 利用 (zY) > 92 X? 就 显 见 引 理 1 是 成 立 . 


(3b) 3 Y > 0,W > 0,Z < 0 时 ， 负 项 只 有 -XY,-YW, 利用 7? > 
YW, 又 因为 -ZW > 0. 即 证 得 引 理 1. 
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(Зс) 4 W < 0, AX Y > 0, # QUY, Z, W) 的 等 式 (5), 再 利用 





(2(4z* + 322)? + ау) иу (ух - iv) 十 
一 (9445 + 9z5y? + 16х?у% + ay?) (z? — үм)) 
> 2(4z* + За? у? + Ay*)(zY -уХ)г|И/| 
>0 


及 
zY? > Ay X?, zY >?2уХ. 


即 证 得 引 理 1. 
(4) а=-1, ERE X = 0, h [1] 显 见 本 引 理 成 立 . 
(5) e < -1, W Y 一 定 是 负 的 . 
(ба) 设 W 为 正 ， 则 —XY, -YW', XW 都 是 正 的 ， 利 用 前 面 的 同样 方 
法 ， 显 见 本 引 理 1 У. 
(5b) ië W < 0,Z < 0. B+ Y < 0, HJ 
Q(X,Y,Z,W,) = 2zy(8z1 — 4z?y? + 3y*) X|Y| 
十 (0.5z4 — 4z?y? + Ву%)(у7 — zW)2 
十 {(4r6Y2 + 4у67? — 873y3Y Z) + |(4z6 + 1224у?)у? 
+16:?у%7? — 32х%уЗҮ 7]+(63х?у%Ү? + 1024222 — 50:3у3Ү2)) 
+((18z5 + 507152) Z? — (1229 + 18z4y2 + 38х?у%)Ү W) 
十 {(3z6 + 6y6)Y2 — (2z?y* + 4)YW + zty? W?} 
十 {(6z2y2 + Зу%)у?Х? + 9z*y?W? — 2(3х?у? + Ay*)ry X|W |} 
+{(18х?у% + 1255) X|Z| + 0.001z*y? X? + z5Y? + 12у5Ү?} 
+{2.524(у2 — W)? + (4x9 + 4074?) X|Z| + 7.999z4;2 X? 
一 8z5yX| |). 


3 z|W| - 9121 = By|21, ЖЖ В < 4.5, WJ 
(426 + 4024?) X|Z| > 8z5yX|W|, 


则 显 见 引 理 1 成 立 . 
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Язи -и2| = 82|, 如 果 4.5< 8 < 9, WJ 
7.999х4у? X? + 2.5z^(yZ — zW)? + (4zŠ + 40х%у?)Х|7| — 85? y X|W| 
4 \ 5 
д7. w. 
TX 5) z*yX|W]| 
> 7.99925? X? + 25: (45) W? — 3.6r5yXIW| > 0. 


gw: 
>7.9994у2 X? 2545 7, = (в 
> 7.999z*y + 2.52 (34 y 


m 8 > 9 时 ， 则 有 





: 44 
7.999114? X? + 2.515 (эх) w?- (s - 19 3) a*yX|W| 


> 7.999112 X? + (2.5)(0.81)292W? — 8z5y X|W | > 0. 


(5c) mR W «0,22 0. НТУ < 0, 1 -YZ, -WZ, -XY REE 
的 ， 由 
(02222 + 31)у2 X? + (6х?у? + 8y*)z2W? ~ 2(3х?у? + Ay*)zy X|W]) 
+{7.5х%у?2Х? — 8х®уХ|И/| + 2.526 ИР} > 0 





及 
(7z6 + 45z2g4)Y2 = (7z6 — 2 /7.45x 5 y? + 45224)? 十 2V7.35z4y2Y2， 


再 利用 Y? > Х2, 2 > YW 及 -XY > 0,-ZW > 0, 即 得 引 理 1 的 证 
明 ， 总 之 由 上 面 各 段 即 得 引 理 1 是 正确 的 . 
引 理 2. 我 们 有 
Сш. = (2? +y?) {(—60%у2 + 45zy*) (x) 
+(24z4y — 72223 +95) ($Y) 
+(—6z5 + 6323y? — 362) ($2) 
十 (36z4y + 63123 — 6у5) (ауу) | 
WE. BL ШС. 


引 理 3. 假定 mi 中 存在 一 个 或 一 个 以 上 使 得 mi > tn. 这 里 e 是 任 
一 给 定 的 正 数 ， 而 上 一 oo, 则 有 





Q(X,Y,Z,W) > 1075{т®(Ү? + Z? + W2)J. 
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证 . 由 于 
Zi-YW. 3 = 4{(тләтз)? + (nonam)? + (ningm3)?) > 6W?, (6) 
在 Q(X,Y,Z,W) 中 关于 22 的 各 项 中 都 取 个 很 小 的 系数 ， 然 后 再 利用 (6) 
式 ， 即 
Q(X,Y,Z,W) > (824 + 622у? + 3y?)y? X? + 3(4zŠ + 4142 
421224 + 6у6)Ү? + (3 一 10-~10)(6z6 + 2124? + Az?y* + 4у6)7? 
+{(3 + 10-10Е)26 十 (6 十 10-10te)z4y2 + (8 + 10-08) 524 
+1096} W? — 2zy(8z* — Az^y* + Зу*)ХУ — 2zy(31* — Ax?^y? 
*8y*)ZW 一 2(2z6 + 20z*y? + 9z?y* + буб)Х Z 
-{ (12-1. 10-0) z6 + (18 — 42.10-09) му 
+ (40-8. 10-10) z2y* + (4 - 8 107) ye}Y Ww 
十 2(4z4 + 3х?у? + Ay!')ry XW — 9023s? Y Z. 
然后 再 利用 t* 一 oo 很 容易 将 含有 -ZW,-YW 及 XW 的 各 项 消去 ， 最 
后 再 利用 
(8z — 42? у? +3у%)(уХ — тҮ)? > 0, 
10z2y4X2 + 17262? — 26z*y? X Z > 0, 
452? (yY —zZ)2 >0 Ж Ү?>Х2, 
即 证 得 引 理 3 成 立 


53. 


我 们 知道 Ш 
/ но) -та)бп 
0° 
= 于 > Т) элу}. 
э=1 
这 里 (о) 是 方程 式 


т? + п? = 


的 解答 的 数目 ， 显 然 的 ， 我 们 有 
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2.4274 (22 + у?) 8} 


т? +? 








[ (R(n) = zn]dn 45 “9 > 


T xz=ly20 


令 C 表示 图 形 中 用 粗 线 所 围 成 的 区 域 ， 而 以 С 表示 第 一 象限 中 余下 的 区 
域 ， 如 果 我 们 取 0 < a < 1 (实际 上 我 们 以 后 取 a = 12), 就 能 够 导出 


уу "ушн Vn (2n (2? + у mb a 


(2? y? 


[воо pe if 


+ ууу" stan + у2)п} Жі 





а? m 
-Y, $ (v. ys 
这 里 我 们 有 
1 
sin{2r yon — =п} 1 
= 4 
JY (21 vn) To (сун). 
因此 有 
уз -0 un ША) +O (е) ñ 
这 里 
еп 
Фп) = УУ ати Татул (пін 


相似 地 ， 我 们 有 
X, = Ота) + O), 
这 里 


giri ауда 
yin) = Укр rye t- <n<t+t°. 





58 陈景润 文集 [1963] 
如 果 т < пу“, 那么 有 











e2TiV (22+02)п Z > x 1 
ni <п* ТУ 
ХУ (22 y (a xy yr (z2 + y?) 
але т, 


= O(t/4*11/148) 
25 O(t12/37). 
"4 y < t 时 ， 同 样 的 结果 也 能 够 成 立 . 
ШЖ z > t15/74 时 ， 则 有 
chri yn 
Y x= 


(xy 
теі 


пї 








«nl > o( n) = 008—199) 


2203/74 
= 0012/37) = O(t24/37). 
Щщ у> 115/74 时 ， 同 样 的 结果 也 能 够 成 立 . 


4 D 表示 正方 形 ИМ < z,y < 415/74 和 C 的 共同 部 分 ， 而 以 D' Ж 
示 这 个 正方 形 的 其 余部 分 ， 则 有 














e2miV (z2+y2)m 
ni|ó(n)| = nt EE туут ағы IQ 十 O(tl2/37) 
" ейтіу +2) зт 
пї|ф(п)| = nš Харри GV + O(t24/37). 
54. 
现在 我 们 来 考虑 这 种 形式 
в Ë Ë ыы 
z=N y-M 


的 和 式 ， 这 里 f(z,y) = VOTH 这 个 和 式 S 可 分 为 二 个 部 分 和 ， 即 
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2N 2M 2N 2M 
5- У ету) 十 > > еті (2) 
т-Му-М r=N y=M 
т>у rcy 


如 果 说 2M < N, 则 上 面 的 第 二 个 和 式 就 不 存在 ; 如 果 说 2N < M. WE 
面 的 第 一 个 和 式 就 不 存在 ， 这 里 我 们 再 假定 max(M, №) = Г, 估计 第 二 个 
和 式 的 方法 和 估计 第 一 个 和 式 的 方法 完全 相同 ， 只 不 过 将 mi 与 ni 互 调 而 
mi > 0, 所 以 说 我 们 只 对 第 一 和 式 进行 估 值 .现在 我 们 考虑 的 L 一 定 满足 
条 件 


вии << ими, 


M LIÜM-S 时 ， 由 [1] 的 (23) 式 ， 我 们 有 
1\ 1/8 
s = of 170 (в 5) | 


我 们 现在 来 考虑 当 UT < L < 211-15 时 的 s 的 估 值 ， 应 用 [1] 的 引 理 
2 三 次 ， 我 们 就 得 到 


5 =ош o| y ( Y y is] 
“иы E > (E S sn)! 


mi-lni-Ü `mə>=1nə=0 
= O(L?p7) 


в í'pb-15b-1, pl р-і „р1-1р2-1 


voii >| 2 b» x bs (> Yt) j {| 
这 里 


5 = S, = у ете), oy) = VEA (f? + 2), 


p =17\М\5—є 58/15, 


而 S$? 只 不 过 将 ninos na 有 时 可 能 改 成 为 负 号 ， 而 ті, то, та 便 为 正 ， 
在 下 一 节 我 们 将 证 明 [S| < ?p74/2W-1. 而 当 W = 0 Bf, h B] # 
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ISP| < L2, 0? x? Y? + Z2] 1⁄2, Spp iss L < 21-256 时 ， 我 们 有 


S= O(L? р?) + О[л/4(1720 35у 
= O[L?(L8/15t-1/15-e)-1/2] + О({1Л16 3/2 35/8) 


= О(128/151/30+/2). Q 


85. 


考虑 和 式 
ш у айтады), 
М<у<2М М<т<2М 


我 们 将 和 式 S 分 成 为 二 个 部 分 和 即 


вы ету) 十 > > e27iy(z) 
М<у<2М NSz<2N М<у<2М NSz<2N 
25у zy 


估计 第 二 个 和 式 的 方法 和 估计 第 一 个 和 式 的 方法 完全 是 相同 的 , 所 以 说 我 们 
只 对 第 一 个 和 式 进行 估 值 ， 这 里 我 们 又 假定 工 < 0717255, 将 区 域 DN < 
rS2N,M < y < 2M,z > у) 分 成 为 二 个 子 区域 ， 所 有 的 满足 下 面 三 个 条 
件 


УХ — zY| < ахУ, lyY —zZ| < zZ, |у)2-тИ/| < эти 


的 D 中 的 点 (z,y) 都 属于 第 一 个 子 区 域 Di, 不 属于 第 一 个 子 区 域 的 D 中 
的 点 都 属于 第 二 个 子 区 域 ， 这 里 a, 9, y 是 和 х,у 无 关 的 很 小 的 数 ， 由 于 在 
第 二 个 子 区 域 中 存在 有 Q(X,Y, Z,W)t > L9W?t, 并 且 这 里 可 假定 W z 0, 
否则 由 [1] 已 知 有 Q(X,Y,Z,W)t > 15(Х? + Y? + 7? + W2)t, 所 以 说 可 
用 [2] 中 的 引 理 。 和 引 理 С 和 使 用 完全 相同 于 [1] 中 的 方法 进行 估 值 ， 并 且 
可 得 到 我 们 所 要 证 明 的 结果 ， 所 以 说 我 们 只 需 对 属于 第 一 个 子 区 域 中 的 5 
的 部 分 和 进行 估 值 ， 由 于 第 一 个 子 区 域 Di 中 的 点 都 必须 满足 上 述 的 三 个 
条 件 而 о, б, у 又 是 充分 小 的 固定 的 正常 数 ， 所 以 说 很 容易 推出 Y, Z, W 都 
是 正 的 ， 并 且 由 引 理 2 可 得 到 关于 Vela, y) 有 估 值 


ІР «|р < LX +Y + Z +W). 
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我 们 用 和 式 S; 表示 和 式 S 中 对 应 于 第 一 个 子 区 域 D, 中 的 部 分 和 ， 现 在 
我 们 来 处 理 51. 由 于 有 

ІР < Werl < LX +Y + Z + шун/?, 

| « t" L-(X +Y + Z + W). 





又 将 区 域 D: 分 成 为 不 多 于 O((logt))) 个 子 区域 ， 使 得 在 每 一 个 子 区 域 中 
恒 有 

1 А 1 
в € lel < ғ 
这 里 有 

РХ +Y e ZW) < R< tW, 

B Du 为 其 中 的 任 一 个 子 区 域 ， 我 们 将 子 区 域 Di 再 分 成 为 二 个 子 区 域 ， 
凡是 满足 条 件 


|Z — zW| < L'-^w 


的 Ри 中 的 点 (т, y) 都 属于 第 一 个 子 区 域 Din, 不 属于 Dini 的 Dii 中 的 
点 都 属于 Diis. 我 们 用 记号 51 表示 和 式 S, 中 对 应 于 子 区域 Di 的 部 分 
和 ， 这 里 我 们 取 Le- LV2y1/25735/2 g-1/4. p = {71/15-є [8/15, 又 用 记号 
512 表示 和 式 S, 中 对 应 于 子 区 域 Dua 中 的 部 分 和 ， 关 于 Sa 我 们 可 以 使 
用 普通 的 方法 进行 估 值 ， 即 设 L- be > 1 时 ， 可 以 使 用 [3] 中 的 引 理 7, 
而 得 到 
Si < L. Ley, < LVIW 2535/2 (85 p-A 21/4 
< LV2W 12 p10.5/441/8, 


而 当 LI-99..« 1 时， 则 有 
Su < Liz < L(L3Wt/)-M? K p3y-V20/4. 
现在 我 们 对 于 52 进行 估 值 ， 这 里 有 


Ss > x eitis. 
У Ci) sz&Ca(v) 
这 里 的 С) 和 Cly) 都 是 y 的 一 次 函数 ， 也 就 是 说 Clu) = ау 十 
в, Cy) = azy + b УЖ y < Су), Со(у) < 21. 又 在 区 间 Cily) < 
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z € Caly) 中 的 数 z 都 一 定 满足 |uZ - zW| > LW. 利用 [3] 中 的 引 理 
6, 我 们 得 到 





512 = Siar + S1211 + Syon 
这 里 


езтіту) 


5а =) у; ------ 
У vi(y)&vSva(y) V Фат (по(у), y) 


e?rivinc(y),y)-vns(y) 


У У —————— 
У ә(у)<9<(у) Уа (т (у), y) 


боп < DL+RL < L+ В, 
y 


+ 


=e 


Sym < 5; VR < LRV?, 
y 


vi(y) = v«(Co(y),y),  vx(y) = Ф. (Су), у). 


又 在 这 里 我 们 用 到 yzz < 0. 交换 和 号 的 次 序 ， 对 于 一 个 固定 的 v y 只 
经 过 正 整数 ， 它 使 得 vi(y) S v, 同时 又 使 得 v2(y) > v. 由 于 uly) = v X 
vo(y) = v у 的 解 的 数目 都 不 超过 有 限 个 ， 又 由 于 vi(y) 和 өз(у) 都 是 y 
的 连续 函数 ， 所 以 说 可 假定 同时 满足 条 件 wi(y) о 及 vz(y) > v 的 y 的 解 
只 经 过 不 多 于 有 限 段 的 连续 正 整 数 ， 而 每 段 的 的 长 度 当然 是 不 超过 L, 现在 
考虑 其 中 的 任 一 段 ， 对 于 这 些 y 我 们 考虑 


giri). 上 
> Jue 


其 中 


n(u) = v(n«(y),y) — тт„(и), (u) = Чфу(ль(у),у), 
n" (y) = (yzryw — Wy) wa = Н(пь(у), у) (n, (у), y). 


对 于 固定 的 v ТГ, п, (у) 仍 指 满足 方程 加 (z,y) = v 的 z 的 解 ,对 于 一 个 
给 定 的 у, 它 必须 满足 vi(y) S v € (у). 34 v = ux(g) = Ф(Сі(у),у) Bf, 
有 пь(у) = Ci(y), Що = pelz, y) < v(y) = 加 (Ca(y),y) 时 Ж т.(у) > 
Cily), 这 里 用 到 Yrs < 0. 同样 的 当 v > vily) 时 ， 则 有 mu(y) € Caly). Ж 
有 

С\(у) < nly) < Caly). 
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即 有 
lyZ — n. ()W| > L*W. 


故 由 引 理 1 和 引 理 3 我 们 有 
H(n,(g), y) > L-9W?1L-?5, 
这 里 我 们 用 到 
了 -2a = 工 -1W7-1p3.5RI/2 > L-1W-1935(0/2535 p -4)-1/2 
> Lp*5/24-1/AW -1 » Lp 35/24-1/A » (p?/L)t**, 
最 后 一 式 是 因为 
ps = (4-1/15-е p8/15)3.75 « tVAT24736 
及 
W? > (X? + Y2 + 22 +W?) (FUAI 3 即 得 我 们 的 结果 . ) 
显然 我 们 有 
Н(л„(у),у) < LX? +Y? + Z? + W2). 
于 是 由 [3] 的 引 理 7 可 得 
e?rin(y) < L(Hiz3) + (Hoz) yz 
"У, (ль (9), и) i 
< L(L-95't?R ds (L-8-2aW2t)-1/2, 
X v 的 个 数 不 超 过 Les] + лу) < 大 -3p35672 所 以 我 们 得 到 
Sur < (L(L-5p't)/?)L-35888 20] wit 
+(L-8—2ew24)-1/2 | —3 535412 
< Гру 1 + [+9 у -1 3.5 
< L72g'/2-1 + L3/2W M2 5/2 (0/2535 p 41/4 
< L-2 pt/2w-1 + t1/8L1/2W -1/2p10-5/4 
< Бри, 
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这 是 因为 


L-2p7t /2W 1 > Б/8Г/?ұу-,/205/4 p -5/243/8y -1/251-105/4 > 1. 





L-5/243/8 р(28—10.5-7)/4 = 工 -5/21318p10.5/4 s, 1, 
(6-1/15-е [3/15)10.5/4у3/8 p —5/2 > 1, 


К45-21)/120-10.5/4ғ > 1/800-168)/120 即 当 L< t2/11 一 2.5e. 


又 我 们 有 


би < L + R < L+ LIW? < L? otw, 
бош < LVR < L(L-t4Wt1/2)-1/2 < т3уу-1/?{-1/4 
< L-2011/2W-1, 


这 是 因为 L-29741/2W -1 > L, JJ 76/2 LW, 03502 > E, 


(£7 1/15—e р8/15)3.5,1/2 = {15-7)/30 p 28/15,—3.5є > D$, {$/30—3.5є > Ls. 


故 当 工 < 18/34-5 时 ， 上 列 各 式 一 定 成 立 

L LPW- > LAW, 则 有 p?t > 18, t(t7 1/1576 18/15)» 
L6, t8/15-7e >> [(90-56)/15 — р34/15 мэщ L < ta/34-7e 时 ， 上 列 各 式 一 定 
mar. 

X LODPWw-! > BWA, 则 有 (rise Lis) т 15, 
Ф908 > 15, 18-42 > LU gnus L «с 02—25 时 ， 上 面 的 
各 式 都 能 成 立 ， 总 之 我 们 得 到 当 LKA- W Z 0 时， 有 





5< Lguw-, 
而 当 W = 0 时 ， 由 Ш 的 方法 已 知 有 
S«L^pgPpx? ey? + Z2] 1⁄2. 
86. 


我 们 的 结果 的 证 明 :由 (7) RA [1] 中 的 引 理 1, 我 们 得 到 当 max(z,y) < 





[1963] 圆 内 整 点 问题 





t2/11-2.5e 时 ， 有 
УУ, eri +2): _ О(126/15-3/2,1/304-/2) = О(1/7/3041/304-г/2)| 
2 2233/4 
R (z +I) 


和 
e2miV (zy? )t 


— = O(L?/15-5/241/30«/2) 一 O(L23/3041/30+e/2), 
(2? + y? 


УУ IQ 


又 当 max(z, y) > £2/1-25: 时， 由 [1] 的 (25) ЖЖ 
etri +02) 
Dr (27+ (a yy 

现在 我 们 将 和 式 分 为 部 分 和 ， 即 
очу Ин P 
рут (22 т? x ny 27 


= O(L-3/441/32+e). 


am 24 qiie? ) 


3 
р=1д=1 *2»-12«-1 (22+ у2)4 


由 图 形 我 们 有 
пуп) = o(4 Ўы, 2) Posee?) + оил) 
= O(gM A Q3/74) 0/39) 1/30c/2 + O(#12/37) 
= onim), 
相似 地 由 图 形 我 们 有 
п/а) = O |t > Ў брак, 29)} | 
== 





这 里 max(2P, 29) < {2/11-2.5< 
-3/4 


P Q 
max(2P, 29) #1/32+e ү 412/37+1/4 


ауу 


р-14-1 | шах(2Р,24) > 42/11-2-5е 
= O(t3/4-(13/74):(23/30)+1/30+e/2) 
+O(t3/4-2/11)(3/4)+1/32) + O(#12/37+1/4) 


0(124/37+е), 
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因此 我 们 有 


52/37 


(R(n) – пп} ап = O(t24/37+e). 
由 此 用 普通 的 方法 我 们 得 到 
R(t) = nt + O(t!?/37**), 


附注 。 我 们 非常 感谢 尹 文 寄 先 生 在 1962 年 10 月 对 本 文 进行 了 详细 
的 验算 ， 并 提 了 一 些 意 见 ， 在 1963 年 1 月 ， 我 们 收 到 了 尹 文 霖 先生 的 信 ， 
信 中 说 他 得 到 了 另外 一 种 可 以 证 明 同样 结果 的 方法 . 
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关于 三 维 区 域内 整 点 个 数 渐 近 公式 的 改进 (1D 


众所周知 ， 高 斯 研究 了 和 式 Y hlt) 的 渐 近 状态 ， 其 中 h-t) 表示 
#=1 

具有 负 判 别 式 -t 的 正定 二 次 型 的 类 数 . 估计 这 一 问题 的 余 项 由 维 诺 格拉 
多 夫 着 手 研究 ， 在 [1] 中 他 给 出 了 余 项 的 阶 : п!!/16+‹. 在 [2] 中 他 改进 到 
nl9/28+e, 其 中 е 为 一 任意 小 正 数 .关于 这 一 问题 已 经 发 表 的 最 好 的 余 项 估 
计 是 我 们 得 到 的 . 在 [3] 中 我 们 给 出 它 的 阶 为 na35/52+e. 现在 我 们 给 出 它 的 
阶 为 nlt, 

用 类 似 的 方法 可 以 得 到 ， 球 z2 Hy + 22 < а? 内 整 点 个 数 渐 近 公式 的 
余 项 的 阶 为 a/t, 

下 面 的 引 理 对 得 到 我 们 的 结果 是 有 用 的 ， 其 证 明 见 [4]. 

引 理 1 ӘН>017»>А»1,0<”-4</. В /(т),у(т) 是 两 
ARKH, HERH q < z < r 上 有 A7! < f"(z) < А", р(х) < H. 8 
定 区 间 (g,7) 可 以 分 成 有 限 个 子 区 间 ， 使 (х) 在 每 一 个 子 区 间 上 单调 ， 则 


У yaje < HC + VA In(U +1). 


q<z<r 


引 理 2 WH»50,U »A»10«r-q«U?, (х) 5 e(z) 是 两 
个 代数 函数 ， 其 阶 不 超过 某 一 常数 ， 且 在 区 间 q < z < r ERIA 


A7 < f"(z) < А”, а) < a 


H«w(r)«H, ф(х) < НИ”, ф(х) < HU 2. 
则 


У ое = > Z, + О(НТ+ H (U +1)), 
9<2<т Р'(4д)<Е</'(т) 


其 中 





1+1 @(zk) giri one Gi) 
， 


A S VP 


* 1963 年 2 月 13 日 收 到 . 
1 ЖІ Sci. Sin., 12(1963), рр. 751-764. 
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zy 由 关系 式 f'(zk) =k EX, b — 1 (4 k Z f'(q) H k Z f'(r) BI), 或 
b, =0.5 (Quk-f(gsik-/(r5s5b. №, ТЖ ЕТ < VA, BHA 
T «заа Ph 


众所周知 ， 主 要 问题 是 估计 下 述 表达 式 





E 
B = 》 CmWm, 
m=1 
其 中 
зу EE К 
Wn= У) И И у; етене 
z»/n4l y»-vzl-n 


Cm 只 依赖 于 m, Н С, < Zm, 这 里 
, т< 1 
Zr=1 т CÒ деп, s 是 一 充分 大 正 整 数 
1 
Ал mA 
HX Ш 知道 ， 对 于 mm < Vnd 
Wm < туп + /n(logn)2 


成 立 . 
对 于 M > Vn, 我 们 有 平凡 不 等 式 Wm < Vn. 于 是 我 们 得 到 : 


<п!/5 

E cnmn у мешн. С 
т>0 т>0 

<п!/? <п!/% 


У ои, <. У Котт 


т>п?/3+е1 m»ni3*e 


Y Cnn < Y Su est, 


m»ni/2 m»ni/2 
- 1 € 
Et а = 6(5—1) < 8. 于 是 


В = Bo + О(п?/%+©), 


<п!/3+е1 <т 
Во = > Cm s ату, етут и?) 


m»ni6 и> тохи зт) ат MY 一 
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和 式 Bo 可 以 分 为 < logn 个 和 式 Um: 





ём 2imVn ari 5 
бас > Cm Уху? jer nme j, 
m>Mo we smv- y 


其 中 Mo, M 是 整数 ， 且 
ns<Mo<M<n/sta M < Von. 


由 [2] 我 们 知道 
Uy < Mn!/?*** Zy max |Q|, 


" 54М? | SM orifan? e nus) 
y |> | 
z22M2 A> 一 M н 








这 里 0 <a < 1. 重复 [2] 的 过 程 可 以 得 到 ， 当 ni < M «пу B$, 
Ом < п? Mm 十 M2/3n-I12) < п2/3+‹, 


因此 剩 下 的 问题 就 是 对 п!/4 < M «п за 的 情形 来 估计 和 式 Um. Q 的 
相对 于 人 = 0 的 部 分 是 O(1), 于 是 


9<1+ 
2М?<т<4М? 


ў ета enr 


7 
и>0 2 








显然 有 


<4M?—p? 


> (әуезе) 


2>2М2-,2 


@< 5 
0<и<М 0cui £M 
my 


П 








其 中 


= ртр 9 fian = VaV- УР, 


t= - p. 


我 们 有 


<4м2-р? 
> plenI < G + G' + G” + с", 
#>2М?-р? 





0<и<М 0< SM 
mu 
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其 中 
G= > > 15. > > Is 
0<и<М 0cui «M 0<и<М 0<ш<М 
ш>и 0<t<M11/6 M11/6<t<M2 
> > с" = > Y |5", 
о<р<М 0<ш<М 0<и<М 0<ш<М 
MU/e<t<M? M11/6<t<M? 
<4M?—p? <2M? 
5- > glz, 8 = У (где), 
2>2М2-ұ2 :>2М?-и? 
<4M? SAM? 
Y ф(г)е?” Г), Sw = Y e(z)e?rif e) 
і>2М7 z>4M?-p? 
现在 我 们 来 估计 和 式 
<4м?2-џ? 
Y eei 
0<и<М 0<ш<М!:>2М2-,2 





0<t<M11/6 
HT = pi -p = 0 的 解数 是 M, HB t= и – и? 对 于 给 定 t(1 


t < M11/6) 的 解数 < ne/8, 根据 引 理 (H = М2, U = 2M2, A 
пм), AR 


ІЛ 








<4м2-џ2 
УУ X «ee 
и р 2>2М?-и? 
0<t<M11/6 


与 上 = 0 对 应 的 部 分 < M, AR 








<4м2-р? 
УУ, > e(z)e?rif 
р м і>2М2-у2 
0<:<м11/в 
与 1<t< МШ 对 应 的 部 分 为 
> (n!/4M -5/74112 + mn-I/4MI2t-1/2)ne8 


1<t<M1/6 
< nU4M-S/(M116))/257/8 + 1-М4М1/2(м1/6)/244/8 
< 1/4 М4 /8 + n-V/4M17/1241/256/8. 
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FEH nA < M < nit 时 我 人 有 G < пн, 











我 们 来 估计 和 式 
«AM? 
> e(z)etrifo). 
0<и<М Oca XM z>2M? 


мі ctc M2 


对 于 给 定 的 t 值 ， 由 t= ui р? > MI 的 解数 cn, 我 们 得 到 


хм? 
G'« Y ns" 


t» MS 
把 上 面 的 和 式 分 为 < logn 个 和 式 ， 每 一 个 具有 形式 : 


< 3 
2184, sr < n <2r. 


>т 
根据 引 理 2 (H = MUS M2, A= H- 可 得 


хам? i 1+1 
У ofz)e2rif(z) = ў - LT (о, дед + Q(n7 V4 M1212), 
z>2M2 v»v 
其 中 
vı = vi(t) = f'(2M?,t), v2 = v(t) = f'(4M°,t), 
M? 


(4 — oy (ы — 0732 — 272) Vna 
V(v,t) = Vn(zvs — з. — t) — ого. 
zot 由 关系 式 (za) = v 决定 ， 于 是 得 到 





$(v,t) = 


























$n, <4M? 
У егеу «5 $ ds, бета) + ламу, 
t>T 2>2M? {>т V>uU1 
£n, <о 
«x(Y. УС време РЕ ЖЕТТІ 
t»r'v»v 
下 面 我 们 考虑 和 式 
ST | <u2 
EIE ое drivo)? 
{>т v» 
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Я t = wi(v) A t= w2(v) Я vi = vi (t) A vo = v(t) 的 反 函 数 ; 交换 














求 和 顺序 得 : 
$n, Sv 
> X ó(v, t)e? riv өр -Y:Y Y etri 
t>r!u>uí t ш v 
«wv <o" 
< > > У абет). 
vo>v v»vt ' t>t 
其 中 


(t) = ф(шо,Ф)ф(®,&), W(t) = 9(ж,0- plv, t), 
v = (тү), v = (т), 


# = тах(т, ил (0), мл (5)), t" = шіп(ті, wa(vo), w2(v)). 


由 于 

Ф@) < Маі, Wt < M2, 

v" — v = s2(r) - (ту) 
P [ren]... s [2ле n Jm 
«м (ео) 
+(r — "Уф (ёле, ТЕ 

< nV? M> 1), Е 

我 们 有 


>> 


тх» 





ў одено < nP? M IM nM M? < 1. 
t>t' 


车 vor v, Ж w= vo — v, м 








Ou) gU - (eve – 0ш 
Әй (а ОЗ Цаа — 07 a] 
ЯЕ L ČH < 
я < 5р < А = 2M 271 
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Жу. 由 引 理 1 可 得 


дё 
ЗЫ» шо] 
5520 


> 








PER 
< (v' — и) > (n 1⁄2 MM + ny2) 
ш=1 


«АМ M 30)5/2 + mn-I/2(nl/2M-3t)312 
«АМИР AM —9/2{3/2 
< п3/4М-5/? + nM, 因为 1 < M. 


于 是 ， 当 nV < M < nl/3+ea 时 


С" 人 me/4[n-U4M3/2 + (M? 二 na/4M-L2 十 n1/4 M1/2)1/2] «п, 








现在 我 们 来 估计 和 式 
<4м? 
Y Y Y glaer, 
и ш 2>4М?- u? 
MYV/6ctc M? 


We < 香 为 一 任意 小 正 数 , НУ 为 整数 . 对 于 实数 М“, [MT] 表示 ме 
的 整数 部 分 . 若 0 < < M, 则 


и = Ме +. имет + тш). 


Уфа, 是 整数 ， 且 满足 
2 


оа fej 


0 € izis... im <[М°]-1, 
0 < R(x?) < мере", 


Ж щт) = [MEE -t im [ME дж р = ug og, 
则 定义 щт) = m + + (m). Ф (0) = 0. £ p < [M°], gl 
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щт) = 0. ROA 


























<4M? <4м?-щ(|]) | 
УУ, У ees y {| > plejet) 
и m z>4A12 一 H2 и m 2>4М?- р? 
Mil/s<t<M? AM11/6<t<M2 
хама-щ[]-а) хама 
& Y еее) +... + УС gero } 
#>4Мї-щ([Ь]) z»4M?-y(1) 
х<ам?-„([]) [де] 
= > glz] + > S; 
0<и<М 0cui «M :>4М2-,2 i=l 
Mil/s<t<M? 
其 中 
<4М?-щз-1) | 
5; = > > > e(z)etrifo)|. 








0<ASAM 0cui «M 
MW/6ctc M? 


我 们 来 估计 和 式 S; G > 1). 设 


:>4М2-4(1) 


Dij = AM? ~ min(M, М 4 MH) Gi) м2, 
_ М 
ga [мее 


<4мї-щ-1) 


ЭСЕ) 


z>4M2- (i) 


S;-» > 
# 0<ш<М 
M11/6<t<M? 





这 里 
j(M*]V* < p < min( M, ДМИ рме) (o) 


д 


<N 


Si = 5 Sy. 


j20 


我 们 来 估计 Sj. 对 于 属于 (+) 式 的 每 个 和 ие, 有 


ја | < [MC] Tt. 
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对 于 事先 给 定 的 小 正 数 e, 取 M 为 充分 大 的 正 数 , ШЖ M < 2[M“]/“, 且 

и? пе < и реи pl < ме, 
由 这 一 不 等 式 及 (т) 的 定义 得 : 


IKG) -KO < умен, 





0 < u(i) — uli — 1) < [M€]? i+, 
Plau, ([M*]"/*— 可 以 分 为 uli), uli- TAG) 及 nutli- 1), 因而 
[М°]/#-* STULAY 28 n3) -u li), iG) — nG 1), uli) — iG — 1). 由 于 (i) 
是 i 的 递增 函数 ， 故 有 





e(M*'] € Dii e [M ре: 
Sys У Son Sac Y У оше") 
1=0 и 0<ш<М 22р 
Mil/6<t<M? 


这 里 

дмеуе-өн <и< ши(М, Меен + [Ме], 
下 面 我 们 估计 5л. 对 于 给 定 的 t= ul — 2 > МИ, BF и — и? = Е hh 
解数 < n° 故 得 : 


jj рам“ J^ 


Sien Y у gere 


M11/6ct« M z»Diyi 
其 中 符号 DCO) 表示 上 遍 取 满足 条 件 — 1-2 及 
ЯМ < p min(M ДМ Мере) 0<ш<М 
的 数 ， 把 上 面 最 后 的 和 式 分 成 < log n 个 和 ， 每 个 和 形 如 


en 


Sd 


t>7 


<км 


3 
> eremita, 27 < ry < 2т. 
1204 2 





由 引 理 2(Н =М-?, = М?, ,4= Жов 


SD [M* р + 


Y een = с 1+: olv, Jer YOD (п Ча M42), 
z>Dijt v»vl ЕД 
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EP vi = olt) = (р), в = vat) = JO + [M], 
м? 
гыгы Df{ (a0 = 077 — P JA 
v(v,t) = /n( Vsa уа 0) — zea. 
га 由 (2,1) =v 定义 ， 故 得 








@(u,t) = 



































$n, ү РМ n 
(ij) oiera] 
t>r z»Diy 
en sn sn 
« Y S o eme] Ly ape 
{>т len 51 
ПРЕЛЕТ 1/2 
«M 7 ge» У olo, tjert of ) +n AMA 
{>т | v>vi 
这 里 用 到 
sr 
Y < м? +. 
57 
现 把 区 间 т < t < i < М" 个 长 度 < a 的 小 区 间 ， 考 察 和 
式 
з > 211 (5, of 
(v. t)e*"* , T2< r < p + —— 
> бл ar r 
H t= wi(v) 5 t= wo(v) 分 别 是 w = vi(t) 5j vo = v(t) 9 ЖЖ, 25% 
求 和 次 序 得 
<1з | <ь2 
У У olv, t)e?rivi, „|? => > У glt? 
t»72!v»vi t vo v 
< ev" < 
« Y > |> spero 
vo>v v»v' ' tot 
其 中 


olt) = 9(%,06(с,0, w(t) = %(ю,.9- ylv,t), 
v = (тз), v" = (та), 


t = max(T2, wi (vo), wi(v)), t" = min(ra, wo(vo), wo(v)). 





[1963] 关于 三 维 区 域内 幕 点 个 数 渐 近 公式 的 改进 (11) 





由 于 
olt) <n MT, t" t < Lu. 


[My 
v" — v! = v2(r2) — vi(73) 
BN -i ¿ 
Е [ёл] zzD [MICI] E [8ле s) х=Ё ш 


< Mi ОЛЕН 


*7[M*]7? 2 E. в) Aud 
< nU? M-3-9 (> 1), 
我 们 有 


УУ; енән] <т!?м-3—'© 


mmi ec "меу 


34 vo x v Hf, 4 w= v -vih Ш n 


< 








3, 1/2 














PHO _ Бери 7 (ze, = ЭМ 
2 r = -3/2,* 
ot [2 — Gv — Осии ~ £732 — 2530] 
因此 
1 д 1 Pucci. 
д< э <+ AzTM^w!. 
由 引 理 1 得 
< 
УУ, УС әуезе) 
vo#v 't»tl 
Ре 
< (v" — v!) > (n2 M? rl? + пи) 
ш>0 


< n-V2 M2-ie тп М3 L)5/2 十 n7 VH (aV? M 3-9 132 
< n3/A M-1/2778/2,3/2 + ал M-79/2-3ie 2,372. 
因而 


<ra | <2 


| 1/2 
5а < п мт (e -e)/2 Mie r( 5 | УС (e, enitn 中 ) 


>т v>v 
чтим" 


Им < м, 
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« п мчем 2 + nU/4 M-9/273ie 123/2 


+п3/4 М-110/2-7 /273/2)1/2 + пам). 


于 是 ， 当 ma/4 < M <n sis ЕЗ 时 ， 我 们 有 


<N6[Me] 


S, «У у ЕЗІ 


j20 150 
< M“ nS (M M (1+ пу+М-3/2+4 2 + 3/4 M 75/22) 
Чи РАМЗАН 


< nV, 


现在 我 们 来 估计 
хам?) 


У | X «e 
0<и<М0<и5<М! z24M?-p? 
MIM6<t<AM2 


由 4( [加 |) 的 定义 知 


avs “((е]) «іме < м2, 
€ 


根据 引 理 1 (WO H = M-2,U = M?-1/4te， A = n-1/2M5t-1) 得 
<ам?-и([ф]) 
У ()е?”/@) < n/AM- Ae an +n VAMYMP4-7A2. 
2>4М2-џ? 


对 给 定 的 ,由 于 t= n? — i! WRR < п/е, ВЦ n < M < ni/3+ta Bf, 
<4M2-A([ 古 ]) 


x | Lo sse 
0<и<М 0<ш<М! :>4М2-;2 
MY/6«t« M? 


«пі У (nl/4M-14+e п + п^1/4М\/%{-—1?у 


м11/в<:< м? 
< n*/S(nV/AM -1/4*«/8 +п-1/4М3/2) 


1 
«n /13+6， 
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于 是 得 ， 当 n1⁄4 < М < пузо 时 有 


«AM? 
> 


> glz) IO 
0<и<М 0<p<M 


z>4M?—p? 
M6 << M? 





«пуз. 








用 估计 
<4М: 


Y (eniro 


:24M?-y? 


> 


0<и<М 0<ш<М 
Mi/6<t<M? 


的 同样 的 方法 ， 容 易 得 到 当 n/t < M < па 时 有 


<2М 


> e(z)e?rf o 


2>2М2-и2 








< nilie, 








0<и<М 0<д1<М 
Mil/s<t<M? 


于 是 我 们 得 О < net 
因此 对 于 M < 大 ,有 


Um < n?e, 
当 M > 去 时 也 有 同样 的 结果 ， 因 此 
B« п?/3+<, 


由 此 即 得 结论 成 立 , 
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关于 三 维 除数 问题 1 


81. 


用 ds(n) CH п 表 成 为 三 个 因子 乘积 的 表 法 个 数 ， 则 有 渐 近 公式 


У (п) = r Ps(log x) + Аз(т) 
п<г 
此 处 Рз (ор г) 为 jogz 的 一 个 二 次 多 项 式 , 也 就 是 (63(z)zs-1/s 在 极点 s = 1 
上 的 残 数 ， 又 用 os KE 
As(z) = O(+°) 
成 立 的 o 的 下 确 界 ， Voronoi. Walfisz. Atksinson, Rankin, 越 民 义 91, 37 
ЖЖ 851 、 越 民 义 和 吴 方 91 曾 分 别 证 明了 


1 43 37 14 25108 
352,55,55.0.4931466....14 29 10 8. 
93 5 5. вт 757049 29 52/21'17 


在 本 文中 ， 我 们 将 证 明 


5 
оз < — 
1 


$2. 
ñ X = [r] 又 命 


О = Орок = У У S= ебтїтрат)!/% 
Р<р<2Р 9<4520 R«rZ2R 
pqri X 
及 C = Срок = PQR. 在 本 节 中 我 们 将 给 О ШЖ РАТЬ. ОЖ 
两 个 引 理 ， 这 二 个 引 理 在 [1] 中 已 经 证 明 过 了 . 
引 理 1. 假定 H,U, A qur 是 满足 条 件 


Н>0, Ат 0«r-q«U 


* 1963 年 4 月 29 НШ]. 
1 原 载 数学 学 报 ， 14(1964), no. 4, pp. 549 - 558. 
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的 实数 ， 在 区 间 q < z < r 中 实 函 数 (т) 和 o(z) 满足 不 等 式 





A7 < ]"(тх)< А. р(х) < H. 


同时 上 述 的 区 间 又 可 以 分 成 为 有 限 个 区 间 ， 在 其 中 任 一 个 区 间 ， 函 数 p(x) 
和 f(x) 都 是 单调 的 . 则 有 


УЗ ра) T < H A VA In(U + 5) А 


q«r&r 
3138 2. 假定 H,U, A. qr 是 满足 条 件 


H»9, U»A»1, 0«r-q«U 


的 实数 ， 其 次 假定 f(z) fü (т) 都 是 次 数 不 超 过 某 常数 的 代数 函数 ， 同 时 
假定 它们 在 区 间 q < z € r 中 满足 条 件 


А-1 < f"(x) < A^, f" (x) « ar 
H < ф(х) < Н, ф(х) « HU-', (х) < HU-?. 


则 存在 有 公式 
У еденде Y^ Zo O(HT--H(ogU + 1)), 
q«z&r 1'(4)<®</'(т) 


而 zk 是 由 等 式 /'(х,) = k 所 决定 ， 如 果 k Г (а) 或 /'(т) 没有 一 个 相 
F, 则 取 by = 1. ШЖК ЖП /'(д) 或 f(r) 有 一 个 相同 时 ， 则 取 b. = 0.5. 最 
Ja T < VA 而 对 于 非 整数 的 /'(4) 与 Г) 又 有 





1 1 
T< max (соу gun 


$2.1. 首先 我 们 假定 
С\З < R< Си? 
现在 我 们 要 对 这 个 和 式 
ебттрағ)/3 


Р<р<2Р 0<4<20 R<r<2R 
pqr < X 
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进行 估 值 ， 显 然 我 们 有 





ебтітрағ)//3 


Р<р<2Р 0<4<20 R<r<min(2R,X/pq) 


(туғу/3 
< eris]. 


PQ<y<4PQ 





R<r<min(2R,X/y) 


4 h = [0/42116], 并 使 用 记号 1, 来 表示 一 个 最 大 的 正 整数 ， 它 使 得 不 
等 式 
R + hI, < min(2R, X/y) 


成 立 ， 显 然 我 们 有 
> | 52 NE 


РО<у<АРО ' R«r£min(2R,X/y) 





2[Rh-1] 


< Y (X I$, + 


PQ<yS4PQ ` k=0 





> ебті(2уп)/3 
hly <r<min(2R,X/y) 





) © 


这 里 
S= У езіне, 
R+kh<r<R+(k+1)h 
现在 我 们 要 对 这 个 和 式 
> |54 


РО<у<4РО 
进行 估 值 ， 我 们 令 ! =7 - ” 显然 我 们 有 
2 
( X 154) «cor 
РО<у<арО 


+(Р9) > > > eerie -rby 


R+kh<r<R+(k+1)h R+kh<r'<R+(k+1)h PQ<y<4PQ 


ros 
= (PQY'h 
+(РО) > X > esriz? ed (0) yt 
R+kh<r<R+(k+1)h 0cl&r-R-kh PQ<y<4PQ 
= (PQYh 
+(PQ) У. > > eerie (еВ) (2) 


0<1<В I+R+kh<r<R+(k+1)h РО<у<4РО 
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对 于 这 个 和 式 





6rirMa(rM3-r-D3 1/3 
, 


РО<у<4РО 
我 们 将 使 用 引 理 2, 我 们 令 f(y,7) = 321/9(r1/3 — (r — Nyy, 则 我 们 有 


т) = 2090109 — (r yy, 


21/0, r) = аи — (z — уму, 
由 等 式 (m3 — (r — D1/3)z1/3y 7/5 = v 我 们 可 以 得 到 
„= PUE -(r- 1/3)82,-3/2. 
(у) — vy, = 2212 (71/3 — (r — 1)173)3/20-1/2, 
(ль) Е фк — (r — 1)1/3)-3/245/2, 
у=у» 


由 上 面 这 二 个 式 子 及 引 理 2 我 们 可 以 得 到 
бте /З(т1/3-(т-1)!/Зу1/5 


PQ<y<4PQ 
gris (ууу 


т ауа — (r = DY/3)-3/4v5/4 
+ O(z—-1/6C1/3( PQ)1/21-1/2) (3) 





= = | 9 = = |2 
这 里 由 = мт) Шие o” valr) ЕДЕН 我 们 
容易 知道 v1(r) 和 (r) 都 是 r МЕК. + wi(v) 为 u= m(r) 关于 
Б, wl) Жо = vlr) 关于 r 的 反 函 数 ， 交 换 和 号 的 次 序 我 们 可 


以 得 到 
REL -(ғ-1)/зууа 


I+R+kh<r<R+(k+I)h ui(r)<u<va(r) 
0-5/4e4rizl/2(r1/3 一 (r-D13)a/2u-1/2 _ 
vi( (ks 1)A) cv X vo(R-H-E kA) 


езт (rè -r-to 
. (3) 


004 (r- 13) ivt 





max(R+l+kh un (v) <r Smin(R+(k+L)h oa) / 224 
3 
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由 于 (77/9 — (r — DIY жі (z1/3 — (r — DP 都 是 7 的 代数 函数 所 以 
我 们 可 以 先 来 考虑 和 式 





ети (риа (4) 


max( R--L-kh wi ())<т<пит( В+ (641) ао (0) 


4 Е(т,1) = 22/0 {3 — (r — 13} 3, 则 有 


Ero) = zl/2o-1/2{rU3 - (r DUM (í73/3 — (r — D720, 
бұғы) = detect — (8 — us Pat — з, = 0-48 
一 2r-2/3(r — 1)-2/3 十 4(r — 1)1/3r-5/3 + 4(r — үу—5/3у1/3] 
= фени — (r 1)1/3}-12G(r, 1), 
ФРИ) = фть (05 (r = Diore — 28 
—68r77/3(r — 18 十 27r-2 — 12r-5/3(r — 1)71/3 
+15r-4/3(r — 1)7?/3 — 15r-2/3(7 — 1)-4/3 
+12r_1/3(r — 1)75/3 ~ 27(r ~ 1) 2 + 68r!/3(r — 1)71/3 
一 40r2/3(r — [)-8/3] 


ES doro Ms = (r — 10)1/3)-32 H(r. 1). 
由 于 /<< R, 我 们 就 可 以 使 用 中 值 定理 关于 ! 展开 ， 即 得 


бм) =G 0) + [8ed] +9 [4566.0]... 这 里 0 < Qi < 


ны) = H(.0) [Br], +5 [ане] 


3 
E (жне) ы 这 里 0< Q < L. 


由 于 上 面 这 四 个 式 子 及 ! < R 我 们 就 可 以 得 到 
1/2„—1/2р-313/2 „ 9% 1/2,-1/2р-313/2 
210 RI < 926070) < z v RO, 
ai y M R-413/2 K 名 Fr «2020-102-430, 


由 于 
atO? < y < z1/3C-2/3[, (5) 


|1964) 


тавана 
故 有 








85 
PCR < буғ, 1) < BORI, 
(6) 
z1/3C1/3R-A[ < RsF(n) < BOBRI. 
现在 我 们 分 为 二 种 情况 对 (4) 式 进行 估 值 . 


$2.1.1. 4 С\З < R < СЗТ, 如 果 我 们 有 CRI < CH (В), 
则 由 (6) 式 及 引 理 1 我 们 有 


> ое (Из, 
т 


< h1/2C2/71R-1/2 + 1-60-16 93/2] - V2. (7) 
如 果 我 们 有 





Rh (8) 
则 选取 р 使 得 


cA! R? « ZUM3C13R-41p < САП Ro. 


由 (8) АХ R > C? 就 可 以 得 到 


р < C47R-1/(zU3CU3R-30 < h, 
р» z M3 C-MSCAP R21-1 > р ЗСА RI, 
由 引 理 1 及 [2] 中 的 引 理 2 可 以 得 到 


еее m r 


ы 
FT К 
pi р? 

R 


y 





> е2®Е(е+з/)-Е(т4)) 





(9) 
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由 (5), (7), (9) 及 [1] 中 的 引 理 1 我 们 有 
РО Y 


0<1<h vi(R+(k+1)h)<v<va(R+i+kh) 





erri SLO 





max( R--L-kh ui (v)) £r min(R--(k- L)h wa(v)) 22-04 -(r- Dii 


шақ YA 2/7 p-1/2n/2 1/7 р-1/2 
«CR! > f IST 8С Вр + СА В 
о<1<А Т 


+h1/2 RH2C-1T 4 hl/2C2/7 R-1/2 十 z Mec) 
< 21/33 R2 97/42 + у1/6Һ5/? pR-2 555/42 ү 1/642 R-1C43/42 
42/6064? R-282 + Ch. (10) 


由 (2), (3), (3), (10), h = 2—1/6С23/42, R < СЗТ R C < х7! 我 们 就 得 
到 


У 154 < CR-lh1/2 十 zlM6h3/2R-1C37184 
PQ<v<4PQ 


4211121514 R-1C55/84 + 11/125 pR-1/2043/84 十 z1/12C61/84 R-1} 
4CV?241/2 4 y—1/12C11/12 R-3/4h3/4 
< Zz1/12C61/84R-1h, 


故 有 


2[R/hJ 
> У) ISJ< «асуы, (11) 


k=0 PQ<yZ4PQ 
52.1.2. 4 C7 < R < CU2, 由 于 
2 
BT EP aae < aM CU ^L, 


故 由 引 理 1 我 们 有 


> paris (1/3 (esami 
T 


< h(z!/6Cl/6 g-3/2p/2) + z—1/6C-1/63/2|-1/2, (12) 
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жин (5), (12), C7 < R < C12 С «т 及 [1] 中 的 引 理 1 我 们 有 





PQ Y 


0<1<Һ о1(А+(6+1)А) Sv &vo(R-- LE kh) 
т\/А(ү\/З -(r- sys 
max( R--L-kh,wi (v)) &r€min( АА (К+1)Һ wa(v)) 


p [Ag Ariz P (pM (psy? e PQ У { 
Ocl«h 


£1/4R-1/213/4 
(г/3с-2/34)/4 


(ha Me CMS R-3/21/2 十 a Msc Megan) 


« 21/6 R- 242 (61/42 + Ch. (13) 
由 (2), (3), (3), (13), C7 < В < С, С < a", 我 们 有 


2012 g-14 091/84 1/2 1/2 —1/12C11/12 р—3/4Һ3/4 
ISk] < C918 + C + z-1/12C11/12 R 
PQ<vS4PQ 

< z1/12R-1lhC1/84, 


故 有 


2[н/һ) 


> > ISk] < z1/12CC61/84_ (14) 


k=0 PQ<y<4PQ 


82.1.3. 在 本 小 节 中 我 们 将 对 和 式 








| grin) (15) 
PQ<v<4PQ ' MI, «r&min(2R,X/y) 
进行 估 值 ， 当 C3/7 < R < СИ? 时 ， 显 然 我 们 有 
eor | (РО), < CR-1h 
РО<у<4РФ  h], «r&min(2R,X/y) 
< z1/12C61/84_ (16) 


这 里 我 们 用 到 һ= Z-1/6C23/42， C< gilt, R» cm, 

现在 我 们 将 对 C13 < R < СЗТ 时 的 (15) 式 进行 估 值 ， 我 们 知道 如 
Ж X > 8C 则 min(2R, X/y) = 2R, # I, 5 у 无 关 ， 则 使 用 下 面 的 方法 知 
道 (17) АВЕО. 当 X < 8C 时 我 们 知道 如 果 у 在 某 区 间 内 变动 ， 该 





88 кши 11964) 


区 间 的 始点 设 为 D 而 该 区 间 的 长 度 < РЯ вру y= D +, 其 中 
PQ < D < 4PQ,0 < y, < Я, qp X 的 变动 范围 不 超过 han, 这 
是 因为 


X X||x XI |х ); Ba. H "E EE 
БЕ rg 5|=|5 D p D 
所 以 说 我 们 可 以 将 у 所 经 过 的 区 间 РО < y < 4PQ 分 成 为 不 多 于 Re: 
个 子 区 间 ， 使 得 其 中 任 一 个 子 区 间 的 长 度 < РО) е зен у 在 其 中 
任 取 的 某 一 个 子 区 间 [e x + ERO] үчле}. BJ 1, mte 


[= r-r. h F31 Ж min(2R, X/y) -Igh < h, h = z-1/6C23/42 СЗ < 
R < C37, (PQ) < С?З, C < гї 和 [6] 中 的 第 171 页 我 们 有 


а 
1 

< (ж > 
Е<у<Е+ OQ) r-e 


1 
^ ( 4х o >, 
ЕсусЕ+ EQ) g-e 








« hz^*/?, 








das 
Igh<r<min(2R,X/y) 


x 
ебт&(жут)!/% > 


-14X 
Igh«rzmin(2RX/E) з=0 k= 


Х-тұ-. 
erae 
1 





у 





ет 30у) 1/3 45) 


Ighcr&min(2R,X/E) 








« (se > 
<ySE+ACR91z-e 
PQ) h 
< РӨ , MPQ) 
Tgh<r<min(2R,X/E) Igh<r'<min(2R,X/E) 
А > ет За (т Зуи 
Е<у<Е+ PR p-e 
(РО) РОВ 
«= + (2) 





2 
enint 


Igh<r<min(2R,X/ E) 


Igh<r<min(2R,X/ F) 
Y ( RPQ 
R 


206-315 роу-1/2 аласара а) 
0<і<һ 
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2 
ET (x) (eC PO + achete pO)’) 
2 
« aeCeve( Ё) ы 
les с\з < R «CV! pl, 有 


| у биту") | ш ae b асв 
PQ<y<4PQ ! h1, «rc min(2R,X/y) 
< rtc (17) 


82.1.4. 由 (1). (11). (14), (16) № (17) 得 到 当 C1? < R < CY? В, 
我 们 有 


eor Gpar)! 5 « zx1/12C61/84. (18) 
P<p<2P 0<4<20 R<r<min(2R,X/pq) 


52.2. 现在 我 们 假定 R > СУ? 而 对 和 式 


1/3 
> ебяИзраг) 


Р<р<2Р Q<q<2Q R«rzmin(2R,X/pq) 


进行 估 值 ， 显 然 我 们 有 
у; ет туг)\!3 


Rer£min(2R,X/y) 


у gorii]. 


R«r£min(2R,X/y) 








Р<р<2Р 0<4<20 


«гё > 


РО<у<4РО 





(19) 





RIG g(r) = 3(zyr)1/3 则 有 
2 
КЗ) = (80097209, ge) = Ву 
ting) ro? = 可 以 得 到 r, = (rg)! v7, Ж 


d д, = 
9(ть) - vr. = 2(zy)! 257 2, [= = -3(0) 1205/2, 
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现在 我 们 使 用 引 理 2 并 得 到 


1/3 
ебяй у") 








PQ<y<4PQ R<r<min(2R,X/y) 


giri) tuia 


( 2 Ta 
%<9<% — 8 (ауд 


> т\/Ау\/Ау—5/4А„Ах(ту)\/® -1/2 


v << 


< 
РО<у<4РО 








55 z Mey Mesi) 


« 
PQ<y<4PQ 





+x7!/605/6, (20) 





而 这 里 vi = (zy)!/3|min(2R, Х/у)] 2/3, v; = (гу)/2ң-23, 由 于 PQ < 
z S 4PQ, С = PQR, 故 有 


2-2/3zl3CU3R-L < vi < < (42) BOR, 


我 们 将 区 间 [2 2/3z1/3C1/3R-1, (az)1/3C1/3R-1] 分 成 为 不 多 于 2|423 073] 
个 子 区 间 ， 并 且 使 得 其 中 的 每 一 个 子 区 间 的 长 度 都 等 于 N, 而 其 中 的 N < 
CBR, 故 有 


4ті(2у)1/20- 1/2 


1/46 
У Go =. 





PQ<Yy<4PQ vi &v&v? 
Y ут z1⁄4y1/4C2/3 gt 
« [58| + тад) 
ГЕЗА = {(4х)173с13 R 1}5/4 
2[4z=1/3C-1/3J 
< > У) Sr)+zr ай (21) 


k=0 PQ<y<4PQ 


这 里 的 
Ani(zy)?/2 -1/2 
е v 
бұл Le #——, 


其 中 的 w 经 过 区 间 (272) 21/3013 R-1 e kN, 272/51/3013 R-1- (k+1)N] 
中 的 一 切 整数 ， 现 在 我 们 来 对 和 式 


> ISl 


PQ<y<4PQ 
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进行 估 值 ， 显 然 我 们 有 
2 
( X =) 


PQ<v<4PQ 


«Y 


vk s PQ<y<4PQ 





(PO)z petri Ia И 





1/4 015/4 
2/3 p-1 
< (Pos ove dE es 


-әр-/2уу/2 





1201/2 
> (Роу ейт! Ok 
E572. 5/4 15/4 ' 
vk в, РО<у<4РО tk Uk 
>» 


(22) 


其 中 的 v 和 以 分 别 独立 地 经 过 区 间 [2733 СЗ RC EN 27 3233€ RT? + 
(k +1)N] 中 的 一 切 整数 ， 令 1 = 从 一 多 对 于 一 个 给 定 的 上 W|) (vg vt) 的 
解答 的 组 数 不 超 过 N. > 


G) = 221/002 t vL 2/2, 


WA Ио, PUPQ) < С"(у) < г/ а P (pQ)-9P, 现在 我 们 使 用 
引 理 1 及 [2] 中 的 引 理 1 就 得 到 


SE (РФ) aniei az а) 
5/4 15/4 
"x p РОЗУЗАРО Vk Vk 
C2/3R-! 3/2 1/2 
«Cg У (PQ) z © {PQr (aep) 


AP (pQ)-3 + z—1/4(z1/3C1/3 R-1)3/41-1/2( PQ)3/4} 
< z-l/3R-1CT/3 + zr-l/3C8/3R-2. (23) 
由 (22), (23) 及 R > C? 我 们 得 到 


2 
( > Is) < x CT RO, (24) 
РО<у<4РО 


H (20), (21), (24) 我 们 得 到 当 R > CU? 时 有 


X Y у] eee? rcs/R Vt Cr Ye, (25) 
P<pS2P Q<qS2Q R<rS2R 
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52.3. 现在 我 们 假定 C < ze/11 及 R > CV? 而 对 和 式 


1/3 
ебти(граг) 
Р<р<2Р 0<4<20 R<r<min(2R,X/pq) 


进行 估 值 ， 当 R > z2/9C2/9 > СИ? 时 ， 则 由 (25) 我 们 得 到 


ебтігра/3 < Т8 (713/18 4 5-16 С, (26) 
Р<р<2Р 0<4<20 R«r«min(2R,X/pq) 


而 当 C? < R < z2/9C2/9 时 ， 则 有 
33 
apr) > OR? > R, 
故 由 |4) 中 的 引 理 6 我 们 有 


Cri(zpgr)! /3 


Р<р<2Р Q<q<2Q Rer<min(2R,X/pq) 
< PQ[R(z1/3C1/3 R-3)1/6 + gU? (g-3/2)-1/6) 
< x!/18019/18 R-1/2 4 CR-1/4 
< т!/18С1/9 + (71/8, = 


而 当 CUP < R < C5f9 B, Ж Q > P. h QP = CR-1, ЩЖ С?” < Q < 
C12. 如 果 Q > C1/3, 则 由 (18) 式 我 们 有 


Q < z1/12C61/84_ ай 

如 果 CH > Qo» zT C8, 则 由 [6] 中 的 (6) RRITA 
Q < т!/!8С1/9 + Иса, (29) 

如 果 z G > Q > СУ, Шш [6] 中 的 (4) 式 我 们 有 


Q < C8/9 + х1/24С19/24, и 


$3. 


现在 来 证 明 as < й. 因为 
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Аз(т) = à E cos(6z(nz)!/?) + O(z?/9** X 1/3), 
7 nex 


X = [z7/5, 故 只 须 证 明 





> а" ) соз{бл( nz)1/3) < т1/%, 

nex ^ 
又 我 们 可 假定 P,Q, R 三 者 之 中 必 至 少 有 一 个 大 于 CUP, 故 可 设 В > CY. 
由 (18), (25) 到 (30) 经 对 数 分 和 与 部 分 求 和 得 到 





аз(п аз(п) 
» B cos(6z(nz)1/0) = > E cos(6z(nz)!/3) 
n< п<26/1 
а: 
+ A соз{6т(пх)!/%} 
26M engan 


< тата (61/84—2/3) 十 1/18 $(7/9—2/3) 1/18 (8/9-2/3) 





+хїї(%/9-2/3) + т!/?4+ $ (19/24-2/3) + т\/18+ (13/18-2/3) 


m 1/6+ $ (1-2/3) + z1/6+ f(5/6-2/3-1/4) + 2 一 1/6+ 否 (1-2/3) 


< 24/33, 


而 得 到 希望 的 结果 
参考 文献 


[1] Виноградов И М. К вопросу о числе целых Touek в заданной области 
Известия Ак. Наук СССР, Cep. матем., 1960, 24: ТТТ ~ 786 

[2] Hua Loo Keng. The lattice-points іп a circle. Quar. Jour. of Math., 1942, XIII : 
18 ~ 30 I 

[3] 越 民 义 ,一 个 除数 问题 . 数学 学 报 ，1958, 8: 496 ~ 506; 科学 记录 ，1958, 2: 385 ~ 386 

[4] ях. ЕЖЕ. Rind 1959, 3: 169 ~ 173 

[$] $33. 关于 三 维 除数 问题 .北京 大 学 学 报 ， 1959: 193 ~ 196 

[6] 越 民 义 ， 吴 方 ， 关 于 三 维 除数 问题 .数学 学 报 ，, 1962, 12: 170 ~ 174; 中 国 科学 ， 1962, 
12 





华 林 问 题 (5) = 37 *Í 


“ЕЖ (Б) 问题 是 数论 中 的 一 个 有 名 问题 ， 命 上 表示 固定 的 正 整数 ， 以 
Ik) 表示 一 个 最 小 的 正 整数 = s(k), 使 得 对 于 任意 一 个 n> 0 不 定 方程 


ПЕ + +Ë 


常 有 正 整数 解答 者 ， DicksonD] 利用 了 维 诺 格拉 采 夫 的 方法 确定 了 当 大 >6 
时 的 g(k) 的 数值 ， 现 在 华 林 问题 2(k) 中 只 有 4(4) 和 9(5) 的 数值 还 没有 
确定 ， Dickson 曾 在 [1] 中 证 明了 37 < (5) < 54, 我 们 曾 在 [2] 中 改善 了 
该 结果 而 得 到 37 < g(5) < 40, 现在 我 们 使 用 华罗庚 的 方法 确定 了 9(5) 的 
数值 而 得 到 9(5) = 37. 

为 了 证 明 我 们 的 结果 ， 我 们 需要 下 面 的 这 几 个 引 理 ， 

引 理 1. 不 大 于 10755 的 正 整数 都 能 够 表示 成 为 37 个 正 整数 五 次 方 的 





Жі. 

ШЕ. Dickson 曾 在 [1] 的 第 711 页 中 有 自 470348 开始 到 1934 x 109 止 
所 有 的 整数 都 能 够 表示 成 为 15 个 非 负 整数 五 次 方 的 和 . 使 用 [1] 的 定理 12, 
Ф n = 5. t = 22. | = 470348 № Lo = 1934 x 105 容易 得 到 

5N2 (1934 x 100... 1934 x 105 9/9, 

ш») > (5 шығы) +515 = (= ==) 55, 
И Loy > 10755, 故 本 引 理 得 证 . 

引 理 2. Ш (a,q) = 1.4 > 0 fh 


4 
Saal F(E) = S. = Y, 07510, 
18574 
则 有 
[Sa (a5)| < 404! ^^. 


WE. f q = pr pr pe НА ру, possis p. 是 4 的 所 有 不 同 素 因 子 ， 
以 后 我 们 常用 p 来 表示 素数 ， 由 [3] 的 引 理 1.3 有 


зы) = Is, (EAE). 


1 
pla a/v 





* 1963 年 6 Н 26 日 收 到 ，1963 年 11 H 20 日 收 到 修改 稿 . 
1 原 载 数学 学 报 ， 14(1964), по. 5, pp. 715 - 734. 
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95 





又 我 们 由 [4] @ pp. 269 - 271 中 的 引 理 3 到 引 理 5, 我 们 有 











4p-3/10pa(l-1/5)， 当 (р- 1,5) = 5 ЖН p < 128 时， 
ISapel < | 5ра1—1/9), 4 p = 5 Bf, 
уо: 1/5), 3 (р- 1,5) £5 3È p 2 128 时 . 
故 有 
5 x 45 
S, =1/5 < 4041-15. 
Sanl < Е У : 
5883. 当 2 < a < 5, (0,5) = 1 时 我 们 有 
lSa,sa} < Беті, 
又 我 们 有 
5 
yes z5 -De iz =0， 当 (a,5)= 1 时. 
zzl 
еліне = Ë + wo( (cos a + cos xy] 
1<z<25 25 


«|» 384 a = 3 Ñ a = 4 R a = 22 ў a = 21 时 ， 
15, 3 az3,a Z 4,a #22,а # 21,a #25 B$. 


> ens 


1<т<11 


B 34 a = 1 BË a = 10 时， 
< 








a 
= 1 +10 一 
| + сөзге 


87, 当 a=5 或 a=6 时 ， 
5.0, Шаж1,.а%10,а%5,а #6,а Z 11 B$. 


Ш. 现在 我 们 先 来 证 明 第 一 个 不 等 式 ， 用 变换 z = 50726 + n 变换 


яй У en gab CH п 相互 无 关 地 经 过 值 € = 0,1,2... 


15:<5% 
т = 1,2,...,5°-%, 则 此 和 数 即 化 为 
єч — quis et)” 
1<z<5e 0524 1<n<5e- 


S450—lan4 
ians+5°— lo 
= quicum 


0<#<24 1«n«5o-? 
элг 一 
Е > 25e?riE- = бөзі 


1<т<5°-? 
п=0(шой s) 


,24 而 
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由 此 显 见 本 引 理 第 一 个 不 等 式 能 够 成 立 ， 其 余 的 几 个 式 子 显然 亦 成 立 ， 
引 理 4. 假设 p 是 一 个 > 11 ЖЖҚ. ІП /(т) = аот? + alz4 + az? + 
azz? + аат, 其 中 (р, ав, а, аз, аз, аа) = 1, 1 是 一 个 正 整数 则 有 
> Кол 
1<г<р! 
证 . 当 != 1 时 则 由 [5] 的 引 理 1 我 们 有 
| 2,469 
| PE 


故 显 见 本 引 理 能 够 成 立 ， 现 在 我 们 假定 ! > 1, nsus, zi Ж f'(x) = 
0(mod р) 的 不 同根 ， 其 重 数 分 别 为 mi,.... mi WA m+ + mi < 4. R 





< max(1, тіп(р!/5, 5579/19) 01/5), 











< (min(p!/?, 5p-3/10)) 4/5, 








们 容易 得 到 
> e2rif(z)/P| < У) Isl, 
1<z<p! 1<<р 
其 中 
5- > с". 
15г<р! 
z=v (mod р) 


我 们 可 以 将 z 表示 成 为 y+p1z 的 形式 , Ефй<у<р-,0<:<р-і, 
X v Z z, 时 我 们 有 


SOM еда 


р! 








0<у<рі-1 0<:<р-1 
yzv(mod р) 
+) 1-1, gt 
Д > у Uia) -0. 
0<у<»-1 0<:<р-1 
у=» (mod р) 
而 当 v = z; 时 我 们 可 以 得 到 
S, = 5, = ре?" Пу) M 
о<у<рі-1 
yzv (mod р) 


Жо 是 一 个 最 大 的 正 整数 ， 它 使 得 p 能 够 整除 f(py +) — о) 的 所 有 
у 的 系数 ， 由 于 


Slov v) = flo) = руе) + BYÈ pr) +... + QUT ны). 
/'@) = 0 (mod p),..., fv) = 0 (mod р), f? (v) # 0 (mod p), 
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ВОН 2 < o; < m; + 1, 现在 我 们 对 于 i 来 进行 归纳 法 ， 我 们 得 到 
5 gae иц sati 


15| = р"! 


Р 





0<у<р!—°+ 
< р°*-1р1—4)(1-1/5) max{1， min(p!/5, 5p-3/10)} 
= рї-1\/5)р/5-1 max{1, min(p!/5, 5p-3/10)]. 
故 有 


> Быға < max(1, min(p!/5, 5p-3/10)y f -1/5) y" рыб, 
1<т<р! i 


ШЖ /(а) = 0 (mod p) 只 有 一 个 四 重 根 则 有 


yes < р5/5—% = 1， 
i 





ШЖ /(т) = 0 (mod p) 只 有 四 个 单 根 则 有 


Ур” < 4р2) <), BR pii 
Ç 


TUR. f'(z) = 0 (mod p) 只 有 二 个 二 重 根 则 有 


ys < 29571 < 1, 
i 


ЖЖ f'(z) = 0 (mod p) 有 一 个 三 重 根 ， 一 个 单 根 则 有 


Yn < pil S71 + p2/5-1 < 1, 


ЖЖ f'(z) 三 0 (mod p) 有 一 个 二 重 根 ， 二 个 单 根 则 有 
y» < p3/5-! + 2р?/5-1 < 1, 
故 得 25/571 < 1. 因此 本 引 理 得 证 . 
引 理 5. 假定 


f(x) = аот? + alz4 + a273 + азт? + аут, 


其 中 (oo, al, аз, аз, 44,9) = 1, WA 
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27i KE 10154 一 1/5. 


cus laurea d ЛСТ 
及 


(11 x 13 x 17 x 19 x 23 x 29 x 31)1/5536(4] x 43 x 37 x 47 x 53 x 59 
X61 x 67 x 71 x 73 x 79 x 83 x 89 x 97 x 101 x 103 x 107 x 109 
х113 x 127 x 131 x 137 x 139 x 149 x 151 x 157 x 163 x 173 
X167 x 179 x 181 x 191 x 193 x 197 x 199 x 211)-3/10 
€ 4 x 106, 
故 引 理 易 得 证 明 . 
引 理 6. i i <q 及 (ag) = 1, 则 我 们 有 


| > Quis 





<(10)%-М5(і q + 1). 






































M<r<M+i 
证 . 由 于 
9 5. " 
415 1 sz +bz oqib 
т... D» y ew, 2riti 
м<:<М+ 951 м<)2м-4 м<:<М44 
; 4-1 5 
i art 1 ағы] 1 
zt b eu. - .l 
T M<zsM+g ы 2(*) M<zSM+q q 
1 
1 91425 1 az5+bz 
e > erii” n > e^ Е ; 
41124 21 





由 引 理 2 和 引 理 5 即 可 得 知 本 引 理 能 够 成 立 . 
引 理 7. 设 p 是 一 个 > 1015 的 整数 ， a= gta lS ue (60 = 
1, р? <4 <р 则 有 


p^ 1/25. 


> e2riar | < 


1<т<р 


证 . 我 们 先 来 考虑 9 > b 的 情况 ， 此 时 我 们 有 


5 ав 
Уу етене У) 673 сов2т2т5| + 
1524р 1524р 























risa 
D 6757 sin2rzz5|. 
1:4 


由 于 |гр5| < iss 工 经 过 值 x = 1,2,...,p BF, 函数 cos2rzz5 Ж] sin 2722? 
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的 符号 都 是 不 变 的 ， 它 们 的 绝对 值 都 是 г 的 单调 函数 ， 故 由 [6] 的 (5.2.1) 
式 我 们 有 





jaz 
<4 шах ея 
1SiSp 








| № е2тіоту 


1<z<p 





1<z<i 
故 由 引 理 6 得 知 本 引 理 能 够 成 立 ， 现 在 我 们 来 考虑 q < $ 时 的 情况 ， 我 们 
可 以 把 z 所 经 过 的 区 间 分 成 为 < 2251 个 子 区 间 使 得 其 中 的 每 一 个 子 区 
间 的 长 度 < 条, 现在 我 们 来 考虑 其 中 的 某 一 个 子 区 间 ,， 例 如 |м.м | mi 
有 








М<т<М+д/2 





та. 
ез” sin27z(z5 — М3) 








由 于 





ket- mls ($) 629 (ия) < 


故 cos2rz(z5 — М5) 和 sin2rz(z5 — М5) 的 符号 都 是 不 变 的 ， 并 且 其 绝对 
值 都 是 z 的 单调 函数 ， 故 由 [6] 中 的 (5.2.1) 式 我 们 有 


5 415 
| тег ELE 





<4 








тах . 
М<-<Мз4/2 1154/2 


故 由 引 理 6 得 到 当 q > р! 1/20 时 此 时 有 


М<т<М+ 


e2xiazs 








2 
< (2 +1) јао #+1)4!7!5 < рі-1/25 
1<=2<р 9 


(因为 p > 10150), 
而 当 p1/2 < q < y1-1/20 时 则 有 


5 зуз ¿ 
Y еті 一 x елтізу X етану) 
1<2<р 1<у<4 -yuq «tX(p-y)q7! 


1 а р 
-2( > entr) f еле +6019, |01 <1. 


4 SiS 
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故 由 引 理 2 显 见 本 引 理 能 够 成 立 . 
引 理 8. 我 们 用 d(m) 来 代表 m 的 因子 的 个 数 则 有 





> {dY < Ат( n + j)2 "1, 


1<т<п 
m 1 1 1 
A-L =, Шеф ACT uui 
证 . 我 们 有 
š n 
z,- Б (5-Х. 
1<1<пһ 1<т<л * jn 1Xjen L J 
n "п 
< Zen f 7 dt € n (In n 1). (1) 
1<ў<п 7 1 t 


所 以 说 本 引 理 当 = 1 时 是 成 立 的 ， 我 们 用 记号 К(ті, то. ..., пи) 来 代表 
ти, та, ... пи 的 最 小 公 倍 数 我 们 有 


2 
d(i)? = 1) = =. 
P» M > (> ) P» P» Ез | 

т n 


< =- < 
K(m, m) “ 


1<ml<n 1<т;<п 





1<m £n dm 1&mazdma «n 1З 


2 
п 
" n (2 + 1) 
< тї 


mamams 一 ma 


IA 





1<т4<п 1Smi=mams<n 1<тз<п/та 1<т4<п 


IA 


2 
sn 人 (nz +1) 
п(ап+1#+ f ——a 
1 


n (hne. f тїш n) +1+ (и)? 

1 
-21nnht -21nt 2 In n)dt 

=п(шп+1)%+п{ їп n)? + (шп)? + In п} 


(In п+2)%, (2) 
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PERI 
E í i+1 


15i<n 144, 
5% Y 40) 


1<4<п rn 
sisis og Ss 
A à. (1-1) 








ші-і 


Sir 05 ят 


1<і<п 





п-1 


Hitti | : 
eee (hieu) nns 
EV D 


“шш 











<шт+2+ f 
1 


= ап) +2 nnt2 


= gn n42y, " 


49)? (40) 
> (aG)? _ P d + 区 >, ы 
1 


1<iZn n+l 5 den 


100 1+ 2)? 
ї+1 





IA 


1 
508 п+ 25 
1<i<n 


м 


n 10 š 
508 n2 (ша + 2) + f jea, 
1 


< үш n2) + (шп +2)? + ша 
1 
< 12 № п + 3)“. " 
由 (3) 和 (4) 二 式 我 们 有 
3 
Be 5 (52) 
1<i<n 52,1% 
< >. P» A. (қаша! 
y £E 


1<ті<п 1<т;<п 1<тҙ<п AA TEA 
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ЛЕ ЛЕ, s 5 Sim 


К(пита, m; 
1<ті<п |ті 1<т2=4 та n 1<тз<п (тута, тз) 


РОР ЗРЗЕ 


тутт 
1<ma<n фт 1<та<ф dolmima 1Sms=damsSn 15 


Улу E ŻE x = 


т. 
A. MI dimi 1<т т/а ^ атата 1<mscn/d 115 


n(Inn+1) >` LS ғ d(mi)d(m4) 


m. 
1sm Sn P! ату Іта п/а 4 





I^ 


IA 


IA 


IA 





(d(mi))? d(m) 
<п(шп+1) 
dd uomo mi 2. ma 
1 7 
< 区 2(nn+3)， (5) 
(409)? ау» 
> aa _ >, у >, 
1<і<п i — nl 1<з<п (4-1) 
1 T4 (In i+ (n i3) 
$ уйш п+3)' + PETS Э(Е) 


м 


gi inne 3 + ign nes f (ве, 
< < z n+ 4)s. (6) 
由 (1), (3), (4) 和 (6) 式 我 们 有 
4 
X «»- E (УС) 


lsign 1€icn ` jli 


Жы Di 05 я 


а 1<та<п 1<ту<п 1<ту<п К (mi, mo, ma, ma) 


DIN AND NE 


lSm én фт 1<т<3 由 mima 1<тз< 2- dolmi mama пета g MMMA 


£n (Inn -1) Y Ж y y ш y y de) 


1£micn ат 1<тҙ<3 атта 1€ ms 3 ma 
<1 (dmi)? (d(m2)?* 
sn (In n + 2)Š I аР 
55 го es 


djm; 1<т;<% 
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[1964] 华 林 问 题 9(5) = 37 
а 3 
<п(шп+3)? > (m (mi) 
24 1<m <n ті 


1 
5595095” (In n + 4)55. (7) 


因此 本 引 理 得 到 证 明 . 
引 理 9， 假 定 a = $ + z (4,49) = Lp 是 一 个 > 10150 的 整数 ， 


p1+1/25 < q < 10p*, |z| < Т 则 我 们 有 











етігі < pl 1/25 十 (25)1/8(34)1/16p19/20(ln p + peti), 
1<т<р 
Р. 我 们 有 
2riaz5 2 g 2ті4(:5-у)) 
> e а <р+?|у Ye y. (8) 
1<z<p т=1у=1 











令 


h =z-gw, f(x,y) = 5т®у + 10т3у? + 10т?у% 十 5ry4, 
h(z, у, z) = 2023уг + 302? yz? + 20ryz? + 30222; + 30ту?г? + 20132, 























则 我 们 有 
( > речке ) е ( Э S очно) y 
z-ly-l y-lli-l 
r»y 
p Qp-h " 2 
< (5 Y gu 
4-і у-і 
p үр-һ А 2 
У |у гели) 
H=1 y=1 
РИ, | 
SPIELE | 
1=14=' у=1 
p p-hp-h-i š 
-Pe»mYYX У COPA (9) 





h=lb=1! yid 
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Р 
4 g(z, у, z, ш) = 60z?yzw + 60туги? + 60zyz2u + 60ту?гш, 由 于 》 (р— 
ігі 


h) = 3p — 1), ИЯ 














р р-іүр-һ-і Ж p p-hjp-h-b |? 2 
бэ | у] ¿ma шу < У Y yo er da 
h=1ll=1' у=1 1=16=1' g-l 
<р? 2p? S, (10) 


其 中 


р p-h р-11-12,р-11—12-13 


LE 


nn ігі өті 
对 于 给 定 的 正 整数 >, 我 们 定义 73(z) 是 方程 式 z = lll 的 解 (11,12,13) 的 
组 数 , ҢҚЯ1<1<р,1<І<р-1,1<і<р-һ-і, 我 们 定义 nz) 
是 方程 式 z = Ш, 的 解 的 组 数 ， 其 中 1 < h < p, 1 < b < p 一 ,我 们 用 
KK(il,i2) 来 表示 а 和 is 的 最 小 公 倍数 ， d(i) 表示 i 的 因子 的 个 数 则 有 
2 
> ds ( X ww) 


0<z<p3 0<z<p3 4: 
1<4<р?, а/4<р 


D E тала) е) EN, 


1<4 <р? 1«i «p? 


> > У Е 


1<141<; dis. 1<%<; 
1SP' a a ась PSP 


; iziap 
> У nli) K (isi4, i2) 


1<із<р 1<і-ізі<ізр 1<i2<p? 


E ni)? 


1<із<р 1<і4<р 411314 1<i2=dis<p? 


У) „У УЗ 4да) £. 


1<із<р 1< <р d|isia 1<is <p? 


> у > pd(is)d(is)d(i7) 


1<і<р 1<іл<р 1<із-ііз<р 1<іітір<р 1«ig «p? "E 


girar ada) 








1л 


м 


м 


м 


I^ 


IA 


<р? У d(is) d(is) > 4(їт) 
пар 15 1<iscp 16 їсї<р 17 


< Sp (np+2). ш) 
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我 们 使 用 记号 “多 来 表示 一 个 和 式 ， 其 中 的 z 经 过 所 指定 的 区 间 0 < 
0<z<p3 


z € р? 并 且 满足 条 件 On p+2)5+/3 < ra(2) < (n p+2)6+0+913. 我 们 使 
тая У 来 表示 一 个 和 式 , 其 中 的 z 经 过 所 指定 的 区 间 0 < z < p? 3f 


0<z<p3 


且 满足 条 件 < ma(z) < (n p+2)5. 我 们 使 用 记号 “来 表示 一 个 和 


Пігіҙ-г 
式 , 其 中 的 (11,12,13) 经 过 区 间 1<h <p, 1 <l € p-l 1< l € p-lh-lo 
并 且 满 足 条 件 > = lill, 那 末 我 们 有 





50 Ша p) 2 50 [ш p| 2 
St (Уна E si)} «вп E isi } 
ї=0 i=51 і-0 i=51 
50 [In р] 
$5 [15 «mp» Y |в). (12) 
150 {>51 
其 中 
(9 р-һ-і-із a 
Si- еті (уз dada) Т 
0<:<р3 hai! у 
HT 4 ¿ > 1 时 有 
(i) 2 G) 2 
тз(2) < Tin n4. ry 73 (2 
E» (In p 4- 2) 5 p 3G) 
2 2 3 - 
< < p*(In p + 2) :/3 
тру 7 (2) < p'(lnp + ， 
(In p + 2)9*/5 5, % 
故 当 > 1 时 有 


p-h-l-ts ，。 2 
einig doda) ай 


15:2 < p*(In р-„2)—'/3 y? p» 


0<z<p3 11213=2 


我 们 使 用 [4] 中 p.254 的 引 理 6 得 到 


ior 








y2=1 


2 Р-1\-12-—13 
<р+2 


р-П-і-із-4 


е2" зї з) еті (120yshlalsl4) | 








ші ц=1 уз=1 


р-һ-із-із 


<p+2 > min ( =) 
20108) 


цті 
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Р 
<p+22 min (p. — —). (13) 
[mri (120231) 


由 于 在 > O 中 的 z 满足 


1 1 
gn p 2)6+/3 < +, (z) < gn p+ 2)6+(i+1)/3， 


故 当 i>1 时 有 
p 
|542 < EI p + 2)6+1/3 x° + 2》 шїп (» — }. (14) 
0<z<p3 І-і x (120241) 
q 
由 (13) 式 我 们 有 
р-й-і-із 2 


0 = 
1502 < р? У! ) ҚАТТАП) 


0<:<р3 ll2la=z 


ED ЕН eaae 


o<sEpa hlc. гі m 
4 








у2=1 


0<:<р3 1=1 


1 (0) E. 1 
< (шп p + 255 > [+ 2 ші ау)? (15) 


现在 我 们 要 对 i > 51 时 的 和 式 S; 进行 估 值 ， 由 于 i > 51, р> 10150 及 [7] 
我 们 有 

G) i 
> rs (z) < (ау оја, у (2) 


0<z<p? <г<р3 


А 4 B 
< Deu 2) 
((n р +25? P л 
316.3 26 1 
< <. 
5 т? (ln p + 9) 4% D+ En 
< p*(In p+ 2)-'/%-1, (16) 


由 (13) № (16) R, 4 í > 51 时 我 们 得 到 


р-4-і-і. 
IS < pn p+) y? ҒАН 


0<-<р3 112-і 





y2=1 





[1964] 华 林 问 题 9(5) = 37 107 


<р%0р+2) У E prm ecl 


0<:<р3 hlols—z іші 2(12022 





0<:<р3 


< $p? (In р+2)%+1% >» +2 > min (». 23) | 
ігі 
故 有 


[шр] 
(In p) Уу IS? 
i251 


< ір(шр + 2)°% У + min (o ——J)] (17) 


0o<z<ps = 2 (120421) 


其 中 У 乃 表示 z 经 过 所 指定 的 区 间 0 < <p, 并 且 满足 条 件 


0<:<р3 
"(2 > 50n p +2)”. 
由 (12), (14), (15) 和 (17) 式 ， 我 们 有 


Р 
ISP? < 26p (In p + 2)%% $^ Ë +2 min (». 一 二 外 
0<z<p3 іші (15:1) 


其 中 D” Dum o: 经 过 所 指定 的 区 间 0 < z < p? 并 且 满 足 条 件 ra(2) > 
0<2<р? 

1, Ф 2= Ыз. ЕҢ ф1<1<р,1<%<р-4,1<із<р-4-і, ИЯ 

z € llo(p - h — 12), 对 于 一 个 给 定 的 4 而 使 hlz(p — h — 12) 取 最 大 值 的 1 

AUR A (p -l 5) - hb = 0, KF b = 10-8) z < Ia (p- h), 

Xi (р- h)? 取 最 大 值 的 必须 满足 条 件 (p h)? -2h(p - l) = 0. 故 


#h =Ü m: < 1%)(-%) s ар, в 
|8) < 26р? (In р+2)% > b 25min (». —)). (18) 
0<г<р3/3% 1 (юш) 


我 们 使 用 记号 hli) 来 代表 将 一 个 整数 i 表示 成 i = ni 的 表 法 的 个 数 ， 其 
Ф1<й<р,1<% < km. 现在 我 们 要 来 估计 和 式 。 2 (0). 由 


1<i<p*/35 
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于 (3) (4), (6) 和 (7) RITE 
5 
ú= E у 


1<1<р* /33 1<1<р*/33 dji 
1<4<р,1/4<р3/33 
Engs 
X X X OE Халы 
Т K(i, i2, da, i4, ds) 


1<4 <р 1<із<р 1<із<р 1<4<р 1SisSp 


S 
1<4<р dia 1<із<р/4 diliuis 1<із<р/ф 
1 3 


и 


1913141 
йзпазїз 144 р/а daliriziais 1<і<р/а 2 3 45 


ағаны E 


1<1<р dli 2 n чо 





Y Y Y d(ii)d(i2)d(i3)d(i4) 
Lia £p/di dalivizis 1<4<р/4 ои 


< ain" (np+2)3 У) 
É 1<ї1<р Чи 1<із<р/4 


(alii)? dli) lds)? 


ало 1<ізер/й ізіз 
< 29 т) p(np43) У i 


1<11<р dl 1<12<р/4 


< gaa” Uns + 05. E i 


1<i <p 


р“ p + 4)30. 





< 1 
7 (24) (192)3 
REES PO KER m 经 过 (ab) 中 满足 条 件 
а<т<Ь 
1/5(1 + 4)29/5 


的 所 有 整数 ， 则 有 





0<i<pa133 


ISP < 5эр°(ш/р +) Í и E = 


(19) 


[1964] 华 林 问 题 g(5) = 37 109 
又 有 
> h(i) min (v. — 


ва Сут 2(120 


4 
1/5 29/5 
ГЕРА р “(Іп p + 4) Қ 1 
< Уур аа E man(n) eo 
0<i<p4/33 3223V2 0<4<р4/33 (12054) 
4 





又 我 们 有 
УТА) < 382 р (шр+4)-165 У) (м) 


0<1<р4/33 0<%<р4/33 


< фр (np +4), (21) 
而 当 Дре q S 10p Bf, W (1204,9) = 6, $ = 0, 则 由 [4] 中 的 p.255 的 
引 理 8а 有 


> тіп (o. —À : 


0<і<рќ/33 (в) i) 





< Gp d'n (и q^ 1+1) 


< 10р* In 10р* + 3р < 40р*(шр+4). (22) 


тің p < q < dypt НЯ (1200,9) = ó, $ = d 则 有 
0<:<р4/33 120- 


> min (p, 4 Е 3) * (aye? +1)ар+е mg) 


< 40р*(шр+4). (23) 
HF p > 10150 Ж (20), (21), (22) 和 (23) 式 我 们 有 


|5|? < 33p7š (In р+4)9% 














p p-h i p-h-b “À 1\1 
23 Y ети < Vi (so i) p 5(In p + 40380, 
4-112-1! у=1 5 
> 2ті2(22-у5) < (2)/4 HE 19/10 10132) 
ye (2) 333 р! p + 4) (1315), 
z=1 y=1 
т>у 





р 

225 
ye 
т=1 





< (25)1/8(34)1/15219/20(]n p + 4)yis 1358), 


110 KRALA [1964] 


2ті225 
> e2miaz5 _ - x ii 
тті 


故 本 引 理 得 证 . 

在 下 面 我 们 将 采用 某 些 记号 : N 是 一 个 > 10785 的 整数 ，p = [N15]; 
r = 10p4 № 与 Ni 是 整数 并 且 满 足 条 件 УМ < No < N, М-р < M < 
No, 符号 W(N.) 是 用 来 记 将 一 个 数 Ni 表 成 为 











Р Р. 
< Y jen — 1] < ap|sinazp| < p! "1⁄5, 
=] 


N =r} trto ch 
的 表 法 的 种 数 ， 式 中 z122... т\з 是 正 整数 ， 我 们 有 
W(N.) = J i Те" Меце, Ta = у чеге, 
包含 所 有 满足 条 件 


а 1 1 1 4 
«=-+, (aq)2-l; ---<2<--, 0<4<р2; т-10 
7 (a, q) F 元 q S pz; р 





之 a 的 区 间 称 为 基本 区 间 ， 从 区 间 —т7!<а< -r + 1 中 除去 基本 区 
间 之 后 所 留 下 之 a 的 区 间 称 做 余 区 间 ， 积 分 WN.) 中 对 应 于 基本 区 间 之 
部 分 我 们 用 WN) ЖҚ, BU WN) 中 对 应 于 余 区 间 部 分 ， 我 们 用 
И (м) 来 表示 ， 于 是 有 


И (М!) = Wo(Ni) + И: (№). 


又 我 们 采用 记号 


n P аный у ү тем 
RN) = f (f: еш) есте, 


a-i 
(а.4)=1 


4 15 n оо 
Ам) = Y (Әм) еә, вм) = дм), 
егі 


引 理 10. 当 № > 10780, No – рї < Ni < № 时 我 们 有 


[Wo(N1) ~ RNo)6(Ni)| < 1025535 + 1030p-1/2R(No)， 





[1964} 华 林 问 题 9(5) = 37 111 


其 中 





6 15 
R(No) > (3 — 0.0001)Tis Ng, Т5 = s ө(м) > са. 
WE. 假定 о 是 属于 @ 的 基本 区 间 ， 用 变换 z = qt + s 变换 和 数 Ta, 这 
里 的 s 经 过 数目 5 =0,1,2,...,0—1. 对 于 给 定 的 s,t 则 跑 过 区 间 -3g-! < 
t< (p — s)q 1 中 的 整数 ， 于 是 以 z 表 o 即 得 
4-1 4-1 
T. =Y eir Ge ares) _ У ера), 
з=0 —sq-1<t<(p-s)q”1 5-0 


D,(z) == У e?rizlat+s) 
—3471<4<(р-в)д—! 
但 在 区 间 -sg -1 < t < (p~s)? 中 我 人 有 Felat + s)5 < 3, 故 由 [4] Ф 
р. 261 的 引 理 13 可 以 得 到 


(p-3)g7! 








D,- 2mis(qt+a)5 = 1 [P prizas 
b d dt+40 = | edet, |і сі. 
由 是 
а, 24 wizz’ 
T. =Í 24) +4Qoq, “-/ езе dz， |91 < 1. (24) 
但 由 引 理 2 及 |4] 中 的 p. 262 的 引 理 14, a 我 们 有 
[os < 40973 Z, (25) 
zf» lz| < p>, 
pom |z| > p5. (26) 


由 于 |z| < cbr q S p 显而易见 29-1/5 > g 因此 由 (24), (25) 和 (26) 
式 我 们 得 到 


5, 15 
fas 3 (s эз) 





< 604(44471/52)!4 < 1076g-9/5214. 





但 当 w > 0 时 我 们 有 


|Өте — 1| = усов 2rw — 1)? + (sin 27w)? = ІМ І- cos 2тш)| 





-|2віһлш < 2лш, 
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故 得 


15 
Ta5e-2rima _ ww (号 1) p 28 Ni -2riz No 





g 








15 a 
< п Е өз( 54) NE 


+9 За ) ета мая _ yi (Spa) ыы 
« 10764-9/5 214 $ 10184-9/5 215 (212) р. 


由 是 对 于 积分 W(Ni) 中 与 包含 分 数 G 的 基本 区 间 相应 的 部 分 Ha (№), 
我 人 有 н" 
ныб) = ВАМ ( ы) "Ө x F, 
В (№) = 17 бе, 


ru 
|F| < 2 [* aos nz + 1015 -9/5 715(25 2)p*) dz 
p- 
< 2f (1026479/554 + 10184-9/5р19} (252)) dz 

0 

оо 14 15 
+2 | “аө%(у2) 479527405 + (2) (V2) 10184-9/5,-2,44) dz 

= 


< 103g-9/5p9 (这 里 用 到 p > 10100). 
我 们 容易 得 到 


5 15 
(6) (FY веть + ye а) 


< 2(40)154-3 f (v) z a: < 10914715. 





因而 








ГЕ 
BLU) - niv) (Es) тм < 1034-9/5595 + 199197195. 


将 此 不 等 式 就 所 有 与 给 定之 q 相应 之 a, 然后 再 就 所 有 之 q = 1,2,...,[р!/?| 
求 和 ， 则 得 


(1964) 华 林 问 题 9(5) = 37 13 


Wo(Ni) – R(N.) У x (бы NET 


4<р!\/? (а,4)=1 








< 1024595 + 1031985 < 2(10)?4р9%. 


又 由 





> у (5а ЗЕ УС (40)55q 2 < 1039102, 


q2p!/? (a.q)=1 4>р!/? 
故 有 
[Wo(Ni) — В(№)6(№)| < 1030p-1/2 R(No) + 2(10)?4рЭї6. 


现在 我 们 要 对 R(No) 进行 估 值 ， 令 No р? 1/5 < N! < No, 则 我 们 有 


T í 1-71 т 
(№) = f Til5e-2riaN da + f Teria" da, 
1 d 


-т- 


当 -7-1 < ww<r-l 时 ， 我 们 有 
y ee Т eriat dr 十 593， |Qs| < 1. 


1<z<p 


故 有 
1125 — 415] < 75(|Z| + 5)14 


(Tse-2rieN’ _ ylse—2riaNo| 
= ITl5e-?riaN _ бото + wlse-2rioN’ _ ylse-2riaNo| 
а 


< T5(|Z| + 5) + 215(2т)ор?-5. 
由 上 式 我 们 有 


ns Teda- f veemogal 
op We ДЕЛ 
ps 
52/7 (50: 5) + p (2a)ap аа 
0 
»* -1/5 М 15 -2,5-1/5 
+2 f . {75(V2a +5) + (2) (2r)a-2p5-15jda 
E 


$ 104р!0-15 (这 里 用 到 p > 1019). 
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又 


SZ seriadas [7 шізе-2тіа do <2 | (V) a-da 
一 oo 77! т 


< 104р10-1/5, 


故 有 " 
|/ ттен — RON <(10)4p10-1/5. 
um | 


1-03 З 
W(N') = R(No) + Tlse-2riaN'da + 03.2 x 10819-45, |Q] < 1. 


ваф м = [yen] ne 


м м А 

| Y. E W- N” – NU) — RENO)M? 

ea a 
jer M M n ym 

< J пы br d tad ао + 2009-1669 


1-т-! 
< / | p 5 do + 2(10)5p19-1/5 M? < 3(10)4p10-1/5 M, 
т^ а 


现在 我 们 要 对 和 式 


M M 
x > W(No = N” №") 


М1 NU] 


进行 估 值 ， 由 [4] 中 p.253 的 引 理 3 我 们 有 (又 Kis 定义 见 [4] 中 p.253) 


M M 
Y Y Wm- N” N") 





М КЕЛҮ 
M 
= $ UGs(No - № - 1) - Kis(No - N" - M - 1) 
м" 
M 
= Y (ns((No - № — 13 — (No — N" — M - 19) +1594 №3] 
Nw=1 


= ЗМ М?Ту + 100095N3M2Tisp-115，|94<1，19sl <1. 
由 于 p > 1010 及 上 面 的 这 个 式 子 就 得 


1 
> 2 — == | 
R(No) > змат, (1 mox) 
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我 们 由 [4] 中 p.274 的 引 理 11 得 到 Ө(У) = II. N), 这 里 (p, N) = 





Y: AG. м) 而 |] 89 p 经 过 所 有 的 素数 , 由 本 文 的 引 理 3 [4] 中 pp.269 
s=0 P 
- 270 的 引 理 3, 引 理 4 和 引 理 5 可 以 得 到 


14(5, М) — 1| < Yu. N)- Yu, N)| 
<4 ча)" eB)" +463, №) 


-ҢА(54, N)] + |A(5*, N)| + x |A(5*, N)| 


故 有 
IUS, №) > то: (27) 


юп, № - 1| < 3 1AQ1* м) 
A 


=m Is? Ga +в losal тігінші 


кож um |ва] +, №) 
(а,11)=1 
а#1,а#10,о #5,а 6 


9.48 V5 8.7 5.6 
«(57) eR) +8) «Xni 
1 
sgg l0 + Бағ, N)| 
ii 
22 


故 有 
Iia N) > 5. (28) 
Хш р> 11 时， 我 们 有 


(р, №) — 1| < У ие, №) < l4. M+ Mt №) 
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所 以 有 
|6(31,N)0(41, N)v(61, №)4(71, N)u(101, №) | 
> (1- ER (s ))G- йуз (3) i-r er^ (а)) 
15 4: 15 4 
(- ms) C nae (т) 


„лүш 
— 4 16 64 \ 256 
2 
2g (29) 
X p£41,61,71,101 Ж Н p > 37 时 有 








(1-1/5)155)ps оо 
Ф.) -1l < У, N)| < E- Er” 


а=1 
1; 
_ Ets 37 -2 
ETE IAE 
故 有 ^ 
,N)21- cp? 
Iv(p, N)| > 36? 
37 
H vomi Д (1-р), 
р>37 p>37 36 
p#41,61,71,101 - 
1 37 37 37 
1 pau с —2\ 39452 
1 Ир? 36Р wí. 36Р ) 36? 
б ар QVE 7 
< — ы. -2 
:> (зв? ) «(%) , 
所 以 就 有 
1 37 
1 <i — |р”? 
пту S3( 5 ) , 
37 1 
> = < (esu 
Xd X > 36 37 
故 有 
36 
H момі>е%>%. (30) 


p237 
p£41,61,71,101 
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又 当 p = 2,3,7,13,17,19,23,29 时 我 们 使 用 [4] 中 pp. 269 - 270 的 引 理 3, 
引 理 4 和 引 理 5, 并 注意 到 6 = 1, 我 们 有 





15 
мм) 10 < ЎА, N) < (3) + Yup 1059) < yt, 


s=2 s=6 
иж а 
П romz I (-3)23 (з) 
p*5,11,31 id 


由 (27), (28), (29), (30) 和 (31) RRITA 
1 
e(N) > 15. 


由 此 本 引 理 得 证 . 
引 理 12. 设 N > 1079, 则 小 于 È 又 能 够 表示 成 为 11 个 正 整数 五 次 
方 和 的 整数 的 个 数 > S 0/9" 这 里 p= [1/5], 
iE. 5 


n [у p = pi |... pn = lis]. 
$ zi 跑 过 值 [1.5pi] 到 2р; — 中 的 整数 而 ті 经 过 0 与 1.7pll 中 的 整数 ， 
BR +r + +z < + X r++ + 25, 都 是 不 同 的 ， 因 为 如 


ЖЖ а tajt +r 二 215 二 25 十 … 十 2x415 不 妨 假定 zl > т), 则 由 
N> 10780 有 


аў — x15 > z — (zi - 1)5 > ([1.5p1])5 — ([1.5р1] — 1)5 > 25р} > 25р$, 


I+ z+. + zh = a5 — 258-2218] < (2p2)5 — ([1.5p2])5 < 25р}, 


BUB ту = z. 同样 可 证 ri = ri (i = 2,3,..., 11). 而 27 +r +--+ М 
个 数 大 于 或 等 于 


1 1 1.7 
(5=) ($ п). * (зо) а. Tpi) = Zamm ри 2 gr 94/9)", 


因此 本 引 理 得 证 . 


定理 凡是 大 于 10755 的 整数 N 都 能 够 表示 成 为 37 个 正 整数 的 五 次 
юж. 
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WE Oa ЛӘР bi 并 能 够 表示 成 为 11 个 正 整数 的 五 次 方 的 
和 者 ， 而 р’ 经 过 同样 的 整数 集合 ， 设 4 的 个 数 为 U, 考虑 积分 


1 i ; 
М) = [ T5 > y enin )ae-2riNada， 


rm 





则 有 
I(N) = СУДИМ иш) + WN а Ш). (32) 
м 


由 引 理 10 及 p> 10157 & Tis > Прия 
X XY WN-p-p) 2 УУ RUIN - n - w) 
now hoy 
4Ө(М-ш-и)- 1030р-1/2 > 102359 iU? 
2 
М 2( 1 
> @-оло)(®) U (35) 


> yU’ (因为 p > 10157). (33) 
而 由 引 理 7, 引 理 9, 引 理 12 和 p > 10157 我 们 有 





35 Wu им! x (348288 515-88 (In р + 4J0D038) + i578) 
ри 
f > > em-e) da 
о 
<{(34) 2558 515-35 (In р+4) 80356) + 15-8 } 
фед 
<?" (м) 


由 (32), (33) 和 (34) 显 见 本 定理 成 立 . 
由 引 理 1 及 定理 即 得 到 我 们 的 结果 . 
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XT cb)! 
1. # = 


曾经 从 事 于 求 上 极限 Q 使 得 c (}+it) = O4) 成 立 的 这 个 问题 有 Van 
der Corput, Koksma?, Walfiszl, Titchmarsh], Phillips, Titchmarsh!” 
ЯВ U), 他 们 的 结果 是 


951168 27 229 19.15, 
= 6” 988” 164” 1392 ` 116 92 €: 


本 文 的 目的 是 要 改善 上 述 的 结果 而 成 为 @ < + 


2. 


我 们 来 考虑 和 式 


b 
= > ет, t <a < b < 2a < t. 


n-a 


H Ш 的 引 理 2 我 们 有 





1 0-1 b-r P 1/2 
il 40-а +2(5- а) E0- У tmm 
тші т-а 
Бф0<р-ағ1237<5-4, A 
p-1 bir 
= Loe ЯН т) > et log(m+r)/m. (1) 
т=1 т=а 
则 由 [ 的 引 理 1 我 们 有 
e27ig(r， v) 
Sy en о -) У т) 
аса M" (m 
Sm 1/253/2) + O(p? log t) онан онл (2) 





* 1963 Æ 1 Я 29 日 收 到 ，1964 年 4 月 22 日 收 到 修改 稿 
t 原 载 数学 学 报 ， 15(1965), по. 2, рр. 159 - 173. 
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这 里 





fü) =) = -у юв, fm) = w 
Фи) = та) - wm, а= (т), A= fo 
这 里 我 们 选取 b, 使 它 满足 条 件 


b = O(t!/?), 
则 我 们 有 
іт Atr 
о (т) = mtr а > Ar, 
即 有 
р = O(8). (3) 
% к м 
8 = У У eriola), 
z=R+1 y=N+1 


R<R<2R<p, N«N'«2N < 0. 


又 令 zi 12, тз, л, уз, ya 都 是 非 负 整数 ， 满 足 条 件 1 < zi < 和 ,0 < n < 

№ — 1,15 12 < М -1 05 < М - 1,1 < 33 < №, 0 < у < М1. 

这 里 我 们 又 假定 X 和 X 满足 条 件 МА = МА = ^?, АА = ММ = 
1/2 1/2 1/2 

х) x -X(8) x v (4). хе 


ylz, y) 
Hg etica dt; dtd 
= — 15 t3, 3) ааа. 
ИД ДЫГЫ: 2+3, у+ лї + угіз  yata)dtidtodts 
3. 


在 本 节 中 我 们 将 要 简化 y%(z,y)， 使 它 变 成 为 一 个 比较 容易 处 理 的 形 
R RME 


өз 
— t t3, 
$5059" + түйү + 126 may. y + piti + 912 + 9зіз) 
2 LÀ 
лға 0 РУН Ке 
1 21327536 у) ЗА у) 


әз 
+(2112у3 + тотзу + zi23y2) 5 9 (z^, y") 
ôr" Oy 
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ә 
+(тлузуз + x2yiys + жї) атаар 902507). 





这 里 
2 一 工 十 ZIit 十 z2t2 十 z3ta， у =y + ti + ytz + узіз. 
又 我 们 有 
Фай) = fs(z,my(z)) + тив 2 та) -у тие) 
= (а, т,(т)), (4) 
жей = fs mo) OD - т) - уты) 
= 一 my(z). (5) 
由 Мәй-->(ұы) senz- € 
v = emo (та ал) 


-z( == ) z іт 
2r Vm,(z)z- m,(r)]  ?mxm,(z)(z + m, (z)) 
得 到 


іт 
т2 (т) 十 mv(z)z 一 mS 0. 


即 为 
жшн Iu ЕЕ» ( 


由 (4) 式 ， (5) 式 和 (7) ү, 








1 t 1 
$m) = x zc my) 一 TUR в 2t 
Tp-Ji4-— 
2 2 Try 
2 z i+ 2t 
2 t2 2 = thi- (24)!? ИЫ: 
БЕ; MERE 2 (rzy)? 2t 


e lzzy (=) +.) 


_ и 1 
2 2х!/?т\/? 22 8, 2t 
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由 (5) RA (7) 式 得 到 


_т жү т = (2012 aryV 12 
Фу(т,у) = ( 1+2) = ты x) 


2 
r (2t)1/2z1/2 ( Іту | C ) 
2 Uy 














(ту? 24 8\ H 

微分 后 得 到 
фу = GG) ep - sry + E(f], (8) 
ЕСЕГЕ 
ба = ЗУ И ime). a» 
Жаа Qo hen. ed 5722 Фф (ашу + -| (11) 


利用 (8) 到 (11) 这 四 个 式 子 就 可 以 得 到 
реу 1 озул e- О А 
ve = (%) JII at у ШЕНІ жұлу” ау 


lud 1 (20,172 ! f az*y* 
ууга дь „БЕ JII V +—5/2,*—5/2 
277 | $ + (5) olx ^ f 


TM M 
x [v 一 下 zy 一 52z у + ут | + ааваа, (12) 


这 里 
X = 6111213 Y = 2 тігу), 2- 2 》 tivy, W = 6 уруз. 


现在 我 们 来 考虑 (т, у) 的 Hessian, 即 H(z,y) = wzzwyy — V, XM 
P(x, y) 代表 (12) 式 右 边 的 第 一 项 ， 又 记 


a,y) = 279/2 (хь I 15 5W us 
oilz, y) = ту 5ХУ + ушу * y2'y - ya], 
则 有 
39/2 5/2 [| _ 35 3 5v 5.25. М3 
$i а Uy [- xv + 5Уту + ау vr 
23 sn [E Y 4:522 U 35.4. 
Piyy 425 git yn + рату we]. 


_3 -7/2 "p 3, Y 2,22 ,9W 3 
Puy = 47 Гу 6ХУ +yz +yz ve 
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由 上 面 的 这 三 个 式 子 ， 我 们 得 到 当 R+1 < z S2R, N+1 S y S 2N 时 则 
有 


Фит = O(R 9? N79), (13) 
Фау- O(R T7 NQ), (14) 
Фуу = O(R-9? N-929), (15) 


而 这 里 
Q = (RN? > |X|N3 + |Y|RN2 + |Z|R2N + |W|R3. 
又 我 们 有 


фы = O(R-13/2N-5/2Q)， (16) 
Физу-О(В-М/2у-7/20), (17) 
bizzy = О(В7%/2у-9/20), (18) 


利用 表示 式 
$1(z*, у") = di(z, у) + (тің + 226 + гзіз)фіг(г,у) 
nt + робо + узв)фи(т,у) + gent + 220 + тзіз) diss (m, y) 
+2 (21 + 2202  z3t3)(yti + уЬ + әзіз)фігу(т,у) 
nti y2tə + ysta) buy (m у) + ---, 


我 们 就 可 以 得 到 
2/2 3 
(жузе 8(=) 97 UU (sy) 


+0 + 
а, y) 





1[41+22+12 түг) + 2123 + 423 
+5 ( 123 Jess 





3 2 
1й +y +y ,y+ 183 + 9233 
+2 Зее 2 Py 


1 + + 
RECT + 1202 + T393) ori (=) + в (2155) 


ие] 


1/2017? ifa 
- (4) (ше, у) + age + z2 + 23) фз 
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1 2 1 
+ ++) + g un + zuo + тазды) “оз J, 





而 这 里 үн 
rory RET, у-у EIN, 
因此 我 们 得 到 
1/2 
00, = 5%) [Ф (z^, у”) + OD R7? М7], (19) 
1/2 
чи, = 4%) [bizy г һу) + O( R92 N79), (20) 
1/2 
vw = (=) [фьу(т/,у) + ORN Q), (21) 


然后 再 使 用 [1] 中 的 Remarks № В, № 的 取 法 和 (12) 式 易 见 ， 可 将 (19), 
(20), (21) 中 Ya, Vp Voy TIAN Vez, wzy, Фу 于 是 ， 即 可 求 得 
1 (2t | 
Heu) = x (F (8, = bitiw 
+O(MR-SN-8Q?) + O(NR N^9Q)) 
= ватт (3) [5X?2y6 + 5/26 — 3y?z2,* 
—327?хАу? + 10ZW ху + 10XY zy? + 46Y W zy? 
—18У Zz?y? — 98XW 233 + 46X 2124] 
4O(MR-5N-75Q?t) + O(N R-9N-9Q?t). (22) 


4. 


XT 91zz, Фигу 及 фу 同时 小 的 条 件 ， 设 直面 三 个 式 子 
фит < RP №-5/2 NI Xt, 
Pizy < RA NT NS X t5, (23) 
фуу < В- 5/2 N 9/2 NI Xt- 
同时 成 立 ， 这 里 6 是 任意 正 数 ， 我 们 假设 


zY = (3+ a)yX，z22 = -(3+а1)у?Х, aW = -(1+а2)у3Х. 
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那 末 由 $122, glzy Ж Фу 的 表示 式 而 得 





35 5 1 1 24 

-g + (З+а) – 5(З+ 1) – 5(1 + а2) «t у 

1 1 5 35 -6 

pes kem 59 , 24 
6+3(3+0) 58 + e) + 5 +02) <t ; (24) 
5 1 1 5 -6 
8558%9-23%%а)- (150) «t А 


即 得 
a«&t*, o «1%, o) «t. (25) 


5. 关于 H(r, y) 的 主 项 及 联 立 方程 式 的 解 


我 们 用 Holz, y) 来 表示 


Но(т,у) = 5y9 X? + 5260/2 — 3z?y*Y? — 3a*y? Z? + 10z5yZW 
+1025 ХУ + 462*y/Y W — 1873y3Y Z — 98739? XW 
+46:2у1Х2, 

则 我 们 有 
Ž me, y) = 3015W? — 6xy*Y? — 12232 72 + 50z*yZW +10 ХУ 
+184r%y YW — 54r? yY Z — 2941203 XW + 92гу*Х 2, 
Žite, y) = 150z^W? — 6y4Y2 — 3612272 + 20073yZW 
+55222у?УИ/ — 108ry3Y 2 — 588xy? XW + 924 XZ. 
设 
zY = (З+а)уХ, (2--(2- оу X, z3W = -(1 + ox) X, 
Ека, а, оз) = 5o$ — За? — За? + 100109 — 4600; + 18001, 
Fy(a,01,03) = —168ау + 15002 - 264a — ба? + 21601 — 36а? 
2000103 — 552ааҙ + 1080, 
Ез(а, ат. оз) = -4Воҙ — 48а + 480; + 3002 — ба? — 120? 


7500102 — 18409 + 54a, 





[1965] ЖЗ < (1/2 + it) 127 


则 我 们 有 
Не(т,у) = Р.(а,ал,аз)у х, г. Нот, y) = Fala, ол, 02) Х?, 





2 
2*3 Hoz y) = Fy(0,01,02))9 X?. 


引 理 1. 满足 Fi(o,01,02) = 0, Р(а, аз, оз) = 0, Ез(а,ө1,02) = 0 № 
实数 解 (0,01,02) 的 组 数 不 超 过 5 组 ， 并 且 都 可 以 经 过 有 限 步 的 加 、 减 、 
乘 、 除 、 平 方 根 及 立方 根 而 求 得 .又 如 果 (a, a1, оз) 满足 Fi(0,01,02) < 
t, Б(а,ол,вз) < Ғ%, Е(а, ai, а2) < t 5, 其 中 5>0 而 aaas 都 
是 实数 ， 则 一 定 对 应 有 一 组 (09,00. 09) 满足 


В(а°, 01,03) = 0, Р(00, а0,а3) =0, Fi(a9,0708) = 0 


及 当 az «17/5 不 成 立时 有 a — a0 Kt’ o) — of < t$, oo — of < t^5; 
而 当 oo < (75/5 时 有 aa «78/5 和 as < (79/5, rp аб, об ой 也 都 是 实 
ЖӘН a3 #-1. 

证 . 由 J {F(a, о, аз) — F3(o,01,02)) < t-* 而 得 


6002 — 1080 +8401 +6003 — 1202 +7501 аз — 184a05--27o01 < 17%. (26) 
由 1 (Po (o, ол, аз) - 2F (2, ол, оз)} < t7 而 得 
8405-7005 — 132а+108а1 — 15а? +9001аз -230002-+3баа < t^^. (27) 
由 4(27) - 5(26) 而 得 
(12 + 901)o — (3602 + 2002 — 1201 + 150503) < tŠ. (28) 
由 la2 + 904)? Е (а, 01,02) < tE 而 得 
—3(12 + 901)?a? + (—24 — 9202 + 2701)(12 + 9а1)(12 + 901) 
*(-24o, + 2401 + 1503 + 2501а2 - 6a1)(12 + 9а1)? «#5. (29) 
Ж (28) RARA (29) 中 并 略 去 公 因子 2 以 后 就 可 以 得 到 


-24304--2835о?аҙ - 3510а%04 — 91800104 — 60004 — 113447 
1242004 ос - 213840103 - 1320003 + 69120102 + 12960? 
345604 — 691202 - 2361602 < 1-5. (30) 
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ІН (27) - (26) 后 并 乘 以 12 + 9a 而 得 


(—24 + 9al — 46а2)(12 + 901)a 


+(-24а2 + 10а2 + 2401 — За? + 15а1а2)(12 + 901) < t Š. 


Ж (28) 代入 (31) 中 就 可 以 得 到 


— 27a3 + 72а} + 57601 + 270оўа» - 4200102 
+ 4800102 - 1152az - 201602 — 92008 < tŠ. 


HE Fila, ол, a2) < t7 Ж (12--9о1)2 而 得 


(31) 


(32) 


(505 — 3а? + 1091а2)(12 + 901)? + (18а — 46а2)(12 + 901)(12 + 9а1)а 


—3(12 + 904)?o? «17. 
Ж (28) 代入 (33) 中 后 并 略 去 公 因 子 3 就 可 以 得 到 
-81oj +1080aias — 10800203 — 33600128 — 40004 — 86402 
-115204 + 5760010: + 61440102 — 768002 ~ 512008 
—6528 108 < tê 
由 (34)- (30) 可 以 得 到 
135010; + 90002 — 3000103 — 20004 - 486a + 1620020; 
+600aaa3 — 72003 — 158404 + 38400102 + 192а2 — 115201 
+230402 < t. 
将 (32) 代入 (35) 中 的 第 一 项 以 后 并 略 去 公 因子 6 而 得 
2400105 + 330ао<; — 810% — 26402 — 192a, 
+120002 + 5000102 — 400a1a3 
384a — 92802 — 180003 ~ 80004 < 1-5. 
Ж (32) ҚА (36) 中 第 3 页 以 后 并 略 去 公 因子 80 而 得 到 
3ajo$ — ба? аз — ба? — 50103 + 220102 — 404a — 24a, 


十 48a2 + 6402 + 1203 — 1004 < 1%. 


(33) 


(34) 


(35) 


(36) 


(37) 
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将 (32) 二 边 同 时 乘 以 o3 – 2а2 — 2 以 后 就 可 以 得 到 
(o3 — 202 — 2)(- 2703) + (02 — 2a; ~ 2)(72a1 + 57601 + 270а?а» 
-420а102 + 4800102 - 115202 - 201602 — 92003) < t. (38) 
将 (37) 代入 (38) 中 的 第 一 项 即 -270(о3-2оҙ-2) 以 后 即 得 到 
2250303 — 2700303 — 1200103 — 3600? — 5100101 + 14280103 
--10320102 - 16800102 — 115201 — 92003 ~ 17604 
十 4720a3 + 633602 + 23040) < 1-5. (39) 
ІН (60 + 7505) (37) - (39) 而 得 到 
—90aĵa + 1350104 — 78а1а8 — 120102 ~ 360010; — 2880, 
+1700 + 47603 + 80008 + 110402 + 576a2 < t, (40) 
由 3005(37) + (03 — 2a? — 2)(40) 可 以 得 到 
30(-5010$ + 220103 — 401a — 2401 + 4803 + 6402 + 12а} — 10а4)оз 
+(а8 — 2o» — 2)(135o10$ — 780103 — 12102 — 3600103 - 28801 
“17004 + 47604 + 80004 + 110402 + 57603) «1-6. 
即 为 
(13544 — 348a} — 27604 + 48003 + 33602 + 57603 + 576)al + 17007 
+13603 - 79203 - 108804 — 131204 ~ 192002 — 1152: < tŠ. (41) 
将 (40) 二 边 同时 乘 以 (45a8 – 1160 — 92а4 +160a3 + 11202 + 19207 + 
192)? 后 并 将 (41) 代入 而 得 
-1002(17003 + 13606 — 792ag — 108804 — 131208 — 192002 - 1152а4)2 
+(-450$ + 26аў + 403 + 12002 + 96)(45о$ — 11602 - 9244 + 16004 


+112a3 + 192o 4-192)(17004 + 13605 – 79205 — 108804 — 131203 
-192004 - 115202) + (17004 + 47604 + 800a3 + 110402 + 57603) 
“4504 — 1160$ - 9204 + 16008 + 11202 + 1920) + 192)? 

«t. 
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即 为 


25603 (25010 + 59009 — 91404 — 409604 — 246406 + 748805 





--2041603 + 2451603 + 1766402 + 7680а2 + 1536) < t^. 
2 2 2 


将 上 式 分 解 因子 而 得 
256а$(5а$ + 4a; + 4)?(o$ — 205 — 2) 
(04 + 2408 — 2402 — 9603 — 48) < tŠ. (42) 
当 ao WE а 202—2 < = 时 , 其中。 是 一 个 很 小 的 数 , 即 得 cz-1-V3 < e 
或 aa -1+V3 < =, 当 上 充分 大 时 代入 (37) 即 得 5о + 14а2 +16 <=. 
将 所 求 得 的 数值 (01,02) 代入 (32) 比较 含有 V3 的 无 理 数 部 分 ， 就 知道 
不 是 (32) 的 解 ， 故 满足 a3 - 2a -2 < = 的 ao 不 是 Е(а, о, а2) < 
t75, Fola, 01,02) < tŠ, Бұ(а, об, оз) < 17% Bf. 24 az < € 时 代入 (41) 
即 得 o; < e, 将 (01,02) 代入 А(а, 1, а2) < t7 即 得 a < e. 此 时 显 见 
引 理 1 是 成 立 的 ， 现 在 我 们 来 证 明 不 存在 o; 使 得 
оў + 2403 — 2402 — 960; - 48 = 0, 
135a$ — 34805 — 27604 + 48003 + 33602 + 5760? + 576 = 0 
同时 成 立 ， 如 果 上 面 二 式 都 成 立 ， 则 由 (41) № o2 Z 0 而 得 
17008 + 13605 — 79204 - 108803 — 131202 — 1920а; - 1152 = 0. 


司 时 满足 这 三 个 式 子 的 оз 稍 经 计算 就 知道 是 不 存在 的 .由 上 面 的 自 (26) 
至 (42) 的 计算 过 程 我 们 知道 同时 满足 F(a, aaz) = 0, F2(0,01,02) = 0 
Ж Fs(0,01.02) = 0 的 非 0 实数 的 az 必须 满足 方程 式 














Коз) = аў + 2408 — 2402 — 96a; — 48 = 0, 


而 满足 这 个 方程 式 的 о; 只 有 4 个 ， 对 于 每 一 个 o 代入 (41) 式 中 可 求 得 
唯一 的 aa. 由 于 当 а, = 一生 时 代入 F(a, о, оз) = 0, Роа. 01,02) = 0 Ж 
Fi(o,01,02) = 0 稍 经 计算 就 知道 不 存在 o 和 a 使 其 同时 成 立 ， 将 每 一 
+ (e, оз) 代入 (28) 式 可 求 得 唯一 的 о, 故 最 多 存在 5 组 (a, a1, a2), 其 中 
а, 05, oc) 都 是 实数 而 使 


Fi(o,01,03) = 0, F(a, ат, а) = 6 № F(a, œ, а2) = 0 
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同时 成 立 ， 由 于 /(—26) > 0, Қ-10) < 0, f(—1) > 0, f(0) < 0, ЛЗ) > 0, 
故 知道 оз) 的 根 都 是 不 相同 的 ， 再 由 (41), (28) 知道 本 引 理 是 成 立 的 . 

引 理 2. Ш zY =(3+е+О(7®))уХ, z?Z = (-3-0i14-O(t^ 5)? X, 
TW = (-1— o>  O(t- 5) X 而 满足 方程 式 





filz) = z? — 3(3 + o)z? — 3(3 + 01)z + (1 + oz) = 0 
的 三 个 根 都 是 实 根 ， 则 当 1 + as > 1 时 下 面 


EZ Cr ао) 或 И, ое 0) 或 ЮЛ, + 00-53) 
тіу 21у 21у 


三 式 之 中 至 少 有 一 个 式 子 成 立 ， 其 中 rir; rk 就 是 fil) 的 那 三 个 根 且 都 
不 为 0. 
WE 我 们 有 


ix() =3+a+0(t%). 

іш Ti 

855) (565 E a ^. 
(=) gz) (=) --1-а% 0(47%. 

& (#5), (95). (5) яла 


2? — (9+3а + O(t^5))z? — (9 + 3a; + 0(179)г + (1 + аз + O’) = 0 





的 那 三 个 根 ， 又 由 于 1 + aa > 1 故 这 三 个 根 都 不 为 0, 本 引 理 得 证 . 
6. XT S, 的 处 理 


设 使 Р(а, au a?) = 0, Р.(о,о4,02) = 0, Fs(0,01,02) = 0 又 使 
fi(z) = 0 有 三 个 不 同 实 根 的 那些 实数 组 计 有 (aO aP o) 而 1<j < 5, 
其 对 应 于 fi(z) = 0 的 那 三 个 实 根 分 别 为 00), $) 9) 而 1<7 < 5, 由 引 
理 1 我 们 知道 aP z —1, 故 由 引 理 2 知道 所 有 rO), OU 都 不 为 0, 对 
于 5з 我 们 使 用 [1] 中 的 引 理 4 而 得 

1/2N1/2 2 ү А-1 A" 1/2 
RN Р!?м№!/ { isti) / : 


Бала ана 
AU? A2 二 2 


S3 < (43) 


1=1 
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其 中 





ғ м 
80 = > > ея (аа учи )- (9). 


z=R+1 y=N+1 
而 S49 力 是 一 个 相似 的 和 式 , 只 不 过 改变 了 yi 的 符号 ,我 们 令 J = ЕЕ) 
我 们 用 记号 D 表示 区 域 (R+ 1 < z S< Е, М+1<у< №). TEX 
Djü < j < 由 系 由 万 中 的 满足 条 件 2737 < min |Z -| <2 的 


AW 
15152 Ir1y 

uro RG) 
riy 








1555 


所 有 点 组 成 , 子 区 域 DJ 系 由 D 中 的 所 有 满足 条 件 mi 


igi E 


«27 








т 1 
ТӘНЕ 
y 


有 点 组 成 ， 子 区 域 Di(0 < j < J) 系 由 D; 中 满足 条 件 (0 -2?70)R«z& 
{1+2-2(1+ ПА} 的 所 有 点 (z, y) 组 成 ， 于 是 有 


Ix С . 
SP = у; уу "Чез 9) e SSS) RN, (44) 
(z4)€D jz01-0 


的 点 组 成 ， 子 区 域 Do 系 由 D 中 的 满足 条 件 m 


E 1 








其 中 
50 = УУ е2" {Ф(2+21,у+у) 4(2y)). 
(=2,у)єрџ. 
BT?» 1, 4 jz elogt, X24 (zy) € Dj, W y 最 多 跑 过 一 个 区 间 其 
КЖ KIN. 对 于 0<j < J (RI [1] 中 的 引 理 4 而 得 





В? ми? A-1 3-1 2) 
3 (Eie 
тізі 1 =0 1-0 
(RN)7/82 37/4 4 A-1A"—1 27 
<mt Мих 
k=l ` zi=1 y=0 10 
Х-1М-1,М-14-1 
/211/2 1/2 
(EE(EEa"") 网 
z2=1 y2=0 `z3=1 y3=0 
其 中 
5 = УУ; ет т), (46) 
(z,)€Dji 


其 中 (х,у) 的 定义 见 第 2 节 ， 入 = RN aB Ш-Н, SEP 乃 是 一 个 
相似 的 和 式 ， 只 不 过 改变 y, уз, уз 的 符号 而 已 . 
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т. SEP 的 处 理 


j zY = (3 + o9)yX, z?Z = —(3 + o9)y? X, z3W = - (12-09)? X, М 
(z,y) є Dj 时 下 面 三 个 式 子 我 们 将 证 明 


Fi(ad, a9, a) < 2-69, (47) 
Fo(a?, a9, a9) < 27517, (48) 
Рз(00, а, a8) < 27521 (49) 


是 不 可 能 同时 成 立 的 ， 这 里 e 是 任 一 给 定 的 小 正 数 ， 因 为 由 引 理 1 知道 
使 Ғ.(а,о1,02) = 0, Ра, a1, 02) = 0, Ез(а, от, 02) = 0 同时 成 立 的 实数 
组 (a al, az) 最 多 5 组 ， 反 之 如 果 (47), (48), (49) 都 成 立 ， 如 果 о < 
2-075 不 成 立时 ， 则 在 引 理 1 中 取 = 5 + 1082, 就 知道 有 o° = 
а + O(279t-*/?), ой = aa + O(279t-*/?), од = аз + O(2-3it</2)， 其 中 
(0,01,02) 使 Ё\(о, оу, a2) = 0, (а, оп, оз) = 0, Ез(а, ат, a2) = 0, 又 在 
引 理 2 中 取 á = $ + 5062 而 来 考虑 方程 式 


z? — 3(3 + a)z? — 3(3 + а1)х + (1+ а2) = 0. (50) 


如 果 满 足 这 个 方程 式 有 一 个 虚 根 ， 则 表示 ИР < i < 3) 至 少 有 一 个 是 
虚数 ， 且 和 所 假定 的 тут 和 у 都 是 实数 而 发 和 矛盾， 如 果 (50) 中 三 
个 根 都 是 实 根 ， 设 为 Ri, Fo, Rs 则 由 引 理 1 和 引 理 2 知道 Ri, Ra, Rs 分 
别 相同 于 т! 中 的 一 个 , Жш 1<1<3,1<к<5 ЖШ -|< 




















2751/5, - Ro| < 2717/5, ШТ — Бу < 27/68, 这 三 个 式 子 至 少 
有 一 个 成 立 而 和 275-1 < min [E - rf) «27 发 生 矛 盾 ， 故 (47)，(48)， 
<< 1 
1<%<5 


(49) 三 个 式 子 之 中 至 少 有 一 个 不 成 立 ， 如 果 有 as < 2-it-</5, 则 由 引 理 1 
及 fi(z) = 0 无 重 根 ， 易 见 上 述 结论 也 成 立 . 现在 我 们 来 证 明 下 面 三 个 式 子 
不 可 能 
фу < 29 R^ 5/2 N 9/2 N3 XE, (бі) 
фгу 62-9 R- $N- SN? XE, (52) 
izz < 2-9 R$ NTIN? Xt” (53) 
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同时 成 立 , 如 果 (51), (52), (53) 都 成 立 , 则 在 $4 PR 5 = e+ 31082, 则 有 
la^] «229007, laf] K 273E, lod K 2790, 由 引 理 2 知 ， 与 D; 发 生 
矛盾 ， 故 说 (51), (52), (53) 之 中 至 少 有 一 个 不 成 立 ， 我 们 将 区 域 Dj 分 成 
为 三 个 子 区域 ， 其 中 子 区 域 Dj, 使 得 (51) 不 成 立 ， 子 区 域 Di 使 得 (52) 
KRX FRR Di, 使 得 (53) 不 成 立 ， 那 末 我 们 有 


50% = > ету) 十 > ehrisGu) 十 > е2"*%(2,у) 
7 


(z,v)€ D; (z.)€ Di, (z)€Dji, 
(ik) (Gk) (ük) 
= Syn + 5уу„ + 55 ` (54) 


我 们 知道 估计 和 式 SE, 504), SEI) 是 相似 的 ,我 们 将 对 SCA 进行 估 值 , 由 


Ф 2-0 5179, 入 = t BRN? aB p S R< p=, № < 1p, DES < 
a 
a < tš (12), (21) 而 得 


2-31R-5/2N-3/2XH2-e K pyy < RSEN Pu. (55) 
[фил] < Вз = R52 N-0/2Qt/2, (56) 
又 将 区 域 Din 分 成 为 不 多 于 O((log 1?) 个 子 区 域 , 使 得 在 每 一 个 子 区 域 中 
EA 
1 А 1 
ғ < Ши < RU (57) 
这 里 有 
ЗАМ! « R* < 2 ХЧ, (58) 


B Di, 为 其 中 的 任 一 个 子 区 域 ， 假 设 Ho(z,y) = 0 对 于 z 说 的 解 有 
4» (у) + ies (y), 即 有 


6 
gens) = ] lz — ds) ~ ies )W. 
n=) 


对 于 固定 的 一 个 n(1 < n € 6) 将 Dium 中 满足 |z — daly) — ienly)| < 
Ni "的 所 有 点 ， 令 它 属于 Пу», 其 中 Ne = 27/2 RA NTUALMA QM? 
将 Dium 中 除去 Dios Diii Юа, Dim Юу, Dinms 后 所 剩余 
的 , 令 它 为 Diumr, 又 用 记号 SQ, 表示 和 式 SEO 中 对 应 于 子 区 域 ут, 





[1965] XTcO/24 it) 135 





的 部 分 和 ， 这 里 1 < n < 7, 现在 我 们 来 证 明 当 (х,у) € Dias; HEA 


Но(т,)) 
> шін(2-9/М54-< X2, 2-5 ү1-аұ-<Х2Ң-1,2-5) 8-4о4-< X? R-2) (59) 


成 立 ， 因 为 由 (47), (48), (49) 三 式 之 中 至 少 有 一 个 式 子 不 成 立 ， 故 下 面 三 
式 


Ho(z, y) > 2-9 N*t-* X2, (60) 
эни, у) > 279 N5n-'t7* X?, (61) 

2 
a Hc, y) > 27 NSR? X? (62) 

T 

至 少 有 一 个 成 立 ， 由 于 

à 6 6 А 
эх Po y) -5 II Пе - aly) - iey»w?, (63) 
тъ=1 (21 
тж 


ә? 6 6 6 | А 
5,2 «s, у=5У У, П C- au) – ѓе)", (64) 


п=1т=1 [=1 


ným п фт 
如 果 (60) 成 立 ， 则 显然 (59) 成 立 ， 如 果 (61) 成 立 ， 由 (63) 知道 至 少 
存在 一 个 m, 使 得 W? TT lz - daly) — зе) > 27917 N9X? R^, 由 
[o 
T (zy) € Djs, 时 恒 有 |z — dm(y) – ies(y) > Nice, 故 (59) 成 
立 ， 如 果 (62) 成 立 ， 则 由 (64) 知道 至 少 存在 一 组 (m,n) 使 得 [[ l- 
m 

а) — ie y)| > 27917 * NTX"(RW)?, HFH (z,y) € Dima 时 恒 有 
Vz — dn(y) — ien(y))(z — dm(y) – ie (u))] > N° °°, 故 得 (59) 成 立 ， 总 之 
当 (х,у) € Djnm 时 (59) ERY, XFAR SOS 这 里 1 < n < 6 可 以 使 
用 普通 的 方法 进行 估 值 ， 即 设 NR yyy > 1 时 ， 可 以 使 用 [8] 中 的 引 
理 1 而 得 到 


1 
САУД < N-a, < 29/2 g-5/2 p -5/21/20. (65) 
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而 当 N2-“R-Iyw < 工时 则 有 
8) < Ri? < 29/® Ва е А (66) 


现在 我 们 对 于 SL, BTH LEA 


у-ур D eee, (en 


* сї(т)<у<со(т) 


这 里 的 cl(z) 和 cz(z) 都 是 т 的 代数 函数 ， 又 在 区 间 c) (z) € y € ele) 中 
的 у 都 一 定 满足 


Ho(z, у) > шїп(276/үб#—© Х22-55ү7-о{-є 28-12-57 N8-204-* ү? р—2у. 


使 用 [8] 中 的 引 理 2 我 们 得 到 


Эл = Shn + 901), + Site (68) 
这 里 1 2117 (=) 
ты D ”一 一 一 一 ， (69) 
T ut(z)<v<v(z) /Ууу(т,п,(а)) 
500 < E VÆ < PRRI yy- (70) 
z 


SUI, < Y logt < Кісі. (71) 
т 


X (69) 中 的 n(z) = v(z,n,(z)) - тт). 34 Wy < 0 时 有 (z) = 
Vy(z, сз(т)), из(ж) = Фу(т,а(т)), 又 当 Yyy > 0 时 有 ma(z) = 0y(z,ci(z)), 
(т) = фу(т,с(т)). 交换 z 和 > 的 次 序 ， 对 于 一 个 固定 的 v 而 > 只 经 
过 正 整数 ， 它 使 得 vi(z) < v 同时 又 使 得 (z) > v, 由 于 wm(z) =v 或 
za(z) = v 的 z 的 解 的 数目 不 超过 有 限 个 ， 又 由 于 (2) 和 z(z) 都 是 zx 的 
连续 函数 ， 所 以 说 可 假定 同时 满足 条 件 vl) < 及 (z) > v МЕН 
只 经 过 不 多 于 有 限 段 的 连续 正 整 数 ， 而 每 段 的 长 度 当然 不 超过 27 R, 现在 
考虑 其 中 的 任 一 段 ， 对 于 这 些 r 我 们 考虑 


e?e) EEN 
> УФуу(т,т./(г)) 
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其 中 





n(z) = v(z,n,(z)) — ипь(т), m'(x) = 加 (z,nv(z))， 
тҚа)-(Уаду- 91,91 = H(z,n,(z))0y7 (т,т.(г)), 
对 于 固定 的 и МЕ, n,(z) 仍 指 满足 方程 式 (x,y) = v É) y 的 解 ， 
对 于 一 个 给 定 的 z, 它 必须 满足 v(e) < v < nle), ШЖ vy, < 0, 当 
и < (z) = 如 (z,cl(z)) 时 ， 由 于 by < 0, KA n,(z) > c) (z), 同样 的 当 
v 2 (т) 时 则 有 mv(z) < cz(z), ЖЖ 
с1(т) < mv(z) < cz(z). (72) 
而 当 Фу, > 0 时 同样 可 以 证 明 (72) 是 成 立 的 ， 故 有 
Ho(z, n,(z)) 
> шіп(2-9 №6 X?1-5,2-5) NT-e R-1 X? 4-6, 9-5) N8-20 R-2 X32476), 
由 上 式 ， 2-7 > C.A = RN? aB BtB, R < p = at YN < 
$, ей <а<8 X (22) 而 得 
H(z, nv(7)) 
>min(2- SN-IR- XY -2 SIN -oR-8X 41-6 2-5jN1-2aR-9% 41-6), (73) 
显然 我 们 有 
H(z,n,(z)) «487-707, (74) 
于 是 由 [8] 中 的 引 理 1 Ж z 所 经 过 的 区 间 其 长 度 < 27 R 可 以 得 到 
erine) 
> Vuy@(z,n,(z)) 


由 于 у 所 经 过 的 区 间 其 长 度 < 27 N, и 的 个 数 不 会 超过 2-3 Ny + 
27 Ry, 故 得 


< 23 RH В")? R"? + (НВ) ве, 


етек») қ 
У «(NR 1+2) Ву) RHR + H7?) 
v = Үфд(т,т.(т)) 
< 2-3 R-5/2 М1 (2-ПУ? R-5/2 N -1/20) . 237 85/2 N3/2 x -g-1/24e 
+237 /2Ң7/2х-1;-1/24 十 257/2 үа/2 R4 y-14-1/2+e/2 
+252/2 ү-1/2+а R9/2 x -1M-1/24e) 
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< A + 28? g SP N-uA Qa? xu (15) 
在 上 式 中 A = 25 МИХ 又 我 们 使 用 了 А = ВМВ НЕ В, 
Е<р-ас%,М< d. 由 于 

23;/2 p-5/2 N-5/2/20 + Rlogt < 233/9 g-5/2N-M20924/2 y 71, 
故 由 (65) 到 (71) 这 7 个 式 子 及 (75) 而 得 
SEE < PIR- N-11/2Q211/2 y -1 + 23712R914X-1/2t-14+e + A, (76) 


对 于 和 式 SÜD 的 估 值 , 可 以 使 用 [2] 的 变数 的 变换 ， 然 后 再 使 用 估 值 509 
的 相同 方法 而 得 到 
sen « 233/2 р-5/2 n -M/29201/2 x-1 

+237/2 g9/4 N3/A x -1/24-1/44e +А, (77) 
对 于 和 式 SE 的 估 值 可 以 相似 于 估 值 SÜD 的 方法 ， 实 际 上 当 (51), (52) 
成 立时 ， 如 果 (47) 不 成 立 ， 则 显然 可 以 使 用 相同 于 估 值 54) 的 方法 进行 
估 值 ， 如 果 (47) 成 立 ， 则 由 于 (53) 不 成 立 ， 容 易 推出 (48) 不 成 立 ， 故 可 
使 用 相同 于 估 值 Sor) 的 方法 而 得 到 


spp < 29 g-5/2 N-u/2920/2 x-1 
4232/2 g9/4 N3/4 ұ-1/2;-1/4--е +A, (78) 
H (54), (76), (77), (78) 而 得 
són < 23 R-5/2N-11/2Q241/2 x-1 
+232/2 В9/4 N3/A X -1/24-1/4*6 + A, (79) 
由 (43), (44), (45) Ж (79) 而 得 当 25 < a < tš PHH 


93 < t1/30(tp2a-2)13/15( вр-1)1/2, 


8. 我们 的 结果 的 证 明 


Ща < ti 时 使 用 [1] 中 的 第 472 页 而 得 
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за | 
X = O(thal-*-V2), 
у= nit 


RR k = фу. 1 = 80, 就 得 到 当 a < tis PR 





2а, ^d А 
У — = 00"), 
апай 


Ris ts < a < Ш (2) ЖА /"(т„) > tra™?, В = O(tra 2) Ë [1] 中 的 
引 理 3, 我 们 得 到 


S2 = О(р(фра—3у-\/%1/50°(мра-?)!3/15у + Q(a3/21-1/253/?) + O(p* logt) 
+О(а—2/52/5 12/5) 
= O(t2/5p67/300-7/30) + O(a3/2t-1/2p8/2) + O(p? log t) 
-FO(a-2/512/5 12/5), 


因此 我 们 得 到 


181] = О(арт!/) + 0(а?3/60 41/5 07/60) + O(a5/4t-1/4p-114) 
+O(a!/2 log t) + O(a3/1041/501/5), 


Ж p 使 得 


ap-1/2 = {\/523/60 7/60. 


p 
则 得 


p37/60 = t-1/5a37/160， p= (t-1/5a37/60)60/37 — at-12/37， 
BR а = O(t1/2) 时 有 

Sı = О(@5/ЗТа1/®)у, 
再 使 用 [1] 中 的 引 理 3 得 到 


Y aou. 
n 


а<п<2а 





这 里 a < 2, HRI ((1-и)- oq). 
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关于 算术 级 数 中 的 最 小 素数 "1 


令 Pnin(D,1) 表示 算术 级 数 nD +1,1 < 1< D-1, (I, D) = 1 中 的 最 
АЖЖ. ХЕ Riemann 假设 下 ， 易 证 : 对 充分 大 的 D, 


Pia (D.I) < D?**, (1) 


其 中 e 是 任意 正 数 ， 1944 年 ，IO. В. Линник! 在 没有 任何 假设 的 情况 下 ， 
证 明了 存在 一 绝对 正常 数 4, 使 得 


Рма(Ю,1) < D^. (2) 


但 他 的 证 明 足 有 60 ЖШ. 1954 年 ， 下. A. Родосский 给 出 了 (2) 的 一 
简化 证 法 ， 1958 年 ， 潘 承 洞 ЧЕРТ А < 5448. 这 篇 注 记 中 ， 我 们 将 给 
出 下 面 定理 的 一 个 证 明 梗概 . 

定理 ”对 于 充分 大 的 р, 我 们 有 


Pin (D.I) < р^, (3) 


НА, < 777. 

这 一 定理 的 证 明基 于 下 面 的 辅助 引 理 和 两 个 基本 引 理 . 

辅助 引 理 (Page). i$ s = G + it. 则 存在 一 常数 C > 0. 使 得 在 区 域 
1-Clog ! D(t|--1) < G < 1, -oo<t<oo 中 ,除了 仅 可 能 有 一 个 属于 
模 忆 的 例外 实 特征 的 函数 L(s, x) 有 一 个 简单 实 零 点 之 外 ， 相 应 于 模 D 的 
特征 x 的 任何 L(s, x) 都 无 零点 ， 对 于 充分 大 的 D, 我 们 有 С > ur 

基本 引 理 1. 设 L(s ҳо), L(s. хи),.. L( Xo(py-1) тир 的 
所 有 L- В, № QD, v) SURTE FXERUE-R 中 至 少 有 一 个 零点 的 L- R 
数 的 个 数 ， 


1-Фо10<6<1, Ы<%<%- (В) 


1 
25log D’ 


* 1964 年 2 月 27 日 收 到 . 
t AR Sci. Sin., 14(1965), рр. 1868-1871. 
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3 ve [rg] lol ei m 


10447 





Q(D, Y) < eP, эщ <%< ің. 


nd ж 


B QD, v) ЛЕТИЕ R, 中 至 少 有 一 个 零点 的 工 - 函数 的 个 数 ， 


1 е”? 
1-71шр<6<1, [t] € —— 
07 0565 15 буер” 


(А1) 
其 中 ve [Lv loglog D] , U > 10. HJ 


КЕ etV+320y 2 < у < U-Mloglog D Bf, 
100,4 
е(0+300)0 эщ 1 < ú < 281. 


基本 引 理 2， 假设 存在 一 个 属于 模 D 的 例外 零点 Ó, 设 po = ñ + 
iro # B т] S 1, bo =1— рту 是 L(s,X)(x # xo) 的 任 一 零点 .我 们 有 





2(3.660,000%2)-16-37% log-1DL 4 0 > 2 nf, 
E E 1 
mjaa (log DI) °! M S <28, 
E, d 
min (3 (dr - 9) ТЕЕ = ) 
6 > 2.02 » 1 1 
14— 一 一 一 一 log"! Mo 一 № 
xef 0а ) og DI ES 26 <%< 12 Ht, 
p EE E | 
min ((% - v). 201.001)! (=) 
хе{өв- рее | oe pi w l < < 工时 
(a5 — v)et 104i 7 26 ^" 
其 中 
300 м 3 < o < 2 时 ， 
6=1-8, а= 4 270 міхурів, 
1 


180 ә РЕЯ 
运用 这 三 个 基本 引 理 来 证 明定 理 ， 主 要 任务 就 是 要 估计 下 面 的 积分 Ë). 


TOth rprg-ih zi +h 36)472 3 
/ -f еее в Pdrdrl. .dzB 1 
то TB-1 T) 





У 
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其 中 p=B8+ir 通过 L(s,x) 的 所 有 零点 ( 模 DD), 0 < 8 < 1, RE p = B) 
为 了 估计 这 个 积分 ， 我们 把 区 域 0 < G < 1 划分 成 下 面 的 子 区 域 : 








1 31 
m = --<|Ң< 30:05651). п=1,2....); 
Gi ынга <G< ( P 
(бт) _ 1 21- т TES m . 
6:7: J log D ^ 1-65 jitilogD 25logD = 2506р ! 





ЗН 1.2... 15 т 20,21, #2,.... log Di jı = 1044, jo = dy j = 











; : 2 I 1 od 
lace mc d pcdes. 8 = 36,9 = 30, = 
ди = В, Л = олз фи =) з=.) Ле =: 

1 1 Lb Onti Lil 
GD ПЕ <] G «ti + 1000 ІҢ e10(n+ + т000) 
3 log ^ ^  lgD ’' ~ 25logD 
1+1 
gom (ы-і G < titi. 
Š log D 一 ` юр ` 
e 109m) e + ko) eem) d dd) 
< [t| < 
25log D 51: 25log D | 


Нт=0,1,2,... м, [= 0,1,2,...,999, т = 0,1,2,... mi. п 是 使 得 
m+1 < U“! loglog D 的 最 大 自然 数 ,m1 是 使 得 (104 та) (+1 +140 < 
log log D 的 最 大 自然 数 ; 


(n) n n+1 } 
= <1-6<---;; «lt. 
G4 (Б 51-65 log D ШЕ 





(п=п п: +1...., n2 < log D). 


由 此 ， 我 们 可 得 


log? 
у log p- уте ЗА > 0. 
pSEDAL 
РЕ! (mod D) 


此 即 所 需 证 明 的 结果 . 
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表 大 偶数 为 一 个 素数 及 一 个 
不 超过 二 个 素数 的 乘积 之 和 1 


п 5| в 


把 命题 “ 当 一 个 充分 大 的 偶数 都 能 够 表示 为 一 个 素数 及 一 个 不 超过 a 
个 素数 的 乘积 之 和 ” 简 记 为 (1,4). 

不 少数 学 工作 者 改进 了 Selberg 方法 及 Dirichlet 1- 函数 的 某 些 结果 
并 用 之 改善 (1, а). 现在 我 们 将 (1,0) 发 展 历 史 简 述 如 下 : 

(1,5) QEM (1, Барбан 121) 

(1,4) ( 王 元 P, RH 由 Барбан 回 ) 

(1,3) (Бухштаб Ë] 、 Виноградов ЇЇ) 


本 简报 的 目的 是 要 给 出 (1,2) 的 证 明 的 提要 . 详细 的 证 明 将 另 文 发 表 . 


32 若干 引 理 


fir z 是 一 个 大 偶数 . 0 Р, (т, 2/0) 为 适合 下 列 条 件 的 素数 p 的 个 数 : 
р<1, pér(modp) (1<4<)). 


此 处 3= pi <р <… < p; < z1/10 为 不 超过 z1/10 的 全 部 奇 素数 . 
给 定 一 个 素数 p'. 命 Pala, p, 1/0) 为 适合 下 列 条 件 的 素数 p 的 个 数 : 


рР<х, р-т(шойр), р#х(шойр) (1<1< j). 


此 处 pi pas... p; 的 意义 同上 . 
# Q(x, 21/10, 21/3) 为 适合 下 列 条 件 的 素数 p 的 个 数 : 


1/3 


т-р-рірр» pSr, 1 <p; <a! <p <p, 


其 中 pi, p2, ps 都 是 素数 . 


T 原 载 科学 通报 ， 17(1966), pp. 385 - 386. 
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命 已 (1,2) 为 适合 下 列 条 件 的 素数 2 的 个 数 : 





т-р=ру 或 т—р=рэрз. 


其 中 pi pops 都 是 素数 . 
我 们 已 经 证 明 下 面 三 个 引 理 恒 成 立 : 


引 理 1. 我 们 有 
риа, 1/9) > 2976208, 
log“ т 
此 处 
€; 2e? J] 
° Поз -2 21 (1-5 стр) 
其 中 7 为 Euler ЖЖ. 
引 理 2. 我 们 有 
P. p zi) < 18:35526: 
z1/10<p <а1/3 7 lg 
引 理 3. 我 们 有 
Q(z, 21/10, 2/3) < 44:6. 
т log? т 
83 。 定理 的 证 明 


定理 . 每 一 个 充分 大 的 偶数 = 者 能够 表示 为 一 个 素数 及 一 个 不 超过 二 
个 来 数 的 乘积 之 和 
证 . 显然 有 
ROG) > Palaa -3 У Рә) 
z1/10<p'<z1/3 


1 
(аа, =) 2 20:91, (0 


由 (1) 式 及 引 理 1,2,3 即 得 到 
0.098rC, 


P;(1,2) > ey 


E 


故 定理 得 证 . 
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大 偶数 表 为 一 个 素数 及 一 个 不 超过 
二 个 素数 的 乘积 之 和 °l 


в 要 
ЖХИВНЕТЯЯЖЕЯТ: 每 一 充分 大 的 偶数 是 一 个 素 
数 及 一 个 不 超过 两 个 素数 乘积 之 和 、. 
关于 挛 生 素数 问题 亦 得 到 类 似 的 结果 . 


— в 


把 命题 “每 一 个 充分 大 的 偶数 都 能 表示 为 一 个 素数 及 一 个 不 超过 а 个 
素数 的 乘积 之 和 ” 简 记 为 (1, a). 

不 少数 学 工作 者 改进 了 筛 法 及 素数 分 布 的 某 些 结果 , 并 用 以 改善 (1, a). 
现在 我 们 将 (1,4) 发 展 历史 简 述 如 下 : 

(1,с) - Бепуі 1, 

(1,5) - WRI P). Барбан BI, 

(1,4) - 王 元 Ul 、 潘 承 洞 ‚, Барбан/7, 

(1,3) ~ Бухштаб Ë] , Виноградов (81 、 Bombieril9)， 

在 文献 [10] 中 我 们 给 出 了 (1,2) 的 证 明 提 要 . 

fh Р, (1,2) 为 适合 下 列 条 件 的 素数 р 的 个 数 : 


т-р=р Ж т-р = pp, 
其 中 pi,p2,p3 都 是 素数 . 
用 к 表 一 充分 大 的 偶数 . вс. = 1 (1-5 ст) 


Ed 2552 


对 于 任意 给 定 的 偶数 h 及 充分 大 的 z. 用 zh(1,2) 表示 满足 下 面条 件 
的 素数 p 的 个 数 : 


PST, p+h=p 或 p+h=p2p3, 
* 1973 年 3 月 13 日 收 到 . 
t 原 载 中 国 科 学 ， 16(1973), по. 2, рр. 111 - 128. 
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其 中 рі,р,рз 都 是 素数 
本 文 目的 在 于 证 明 并 改进 作者 在 文献 [10] 内 所 提 及 的 全 部 结果 ， 现 在 
ЖЕГЕ. 


定理 1. (1,2) Ж Р.(1,2) > 26020. 
(ова) 


定理 2. 对 于 任意 偶数 h, 都 存在 无 限 多 个 素数 p. E p+h HRAT 


的 个 数 不 超过 2 个 及 z (1.2) > .67zCz 
(оқт) 


在 证 明定 理 1 时 ， 主 要 用 到 了 本 文中 的 引 理 8 和 引 理 9. 在 证 明 引 理 
8 时 ， 我 们 使 用 较为 简单 的 数字 计算 方法 ; 而 证 明 引 理 9 时 ， 我 们 使 用 了 
Bombieri 定理 (9) 及 Richert!!! 中 的 一 个 结果 . 











=. 几 个 引 理 


引 理 1. 假设 y > 0, 而 [log z] 表示 log z 的 整数 部 分 ，z > 1， 
Т. y do 


L 
Ф(у)- . 四 
2-15 w(1 + 


27i 





ШЕГЕРЕ 





(log г) 


ЕЛ, 40<у<18%, Ж Ф(у) = 0. 对 于 所 有 y > 0, WJ Фу) 是 一 个 非 减 
函数 . 当 logz > 104 É y eXes275 时 ， 则 有 


1-29 < (y) < 1. 


证 . 我 们 先 来 证 明 
РА w w Ааа r~i 
ды" (£) я (%) (зу 5 =1 ж Ж к } i 





ш 
Жу. ӘЛ, (1) 式 当 7 = 1 г = 2 时 都 成 立 ， 现 假定 (1) 式 对 于 
т =2,...,5 时 都 成 立 ， 而 证 明 对 于 S+ 1 也 成 立 ， 由 于 
85+1 (е a f „((їову)° | S. (-1/S---(S — i+ 1)ову)5-й 
(£) = f ( 2 сі Dor) ) 


әзі Er" ш 





=] 





flogy) | SS (215S (5 -i+ (ору) t-i 
-y ( D +E V 





logy)s <s (71)*18-.-(S — i+ 1i + 1) (log y)? 
ве 4t ) ( ra EE )(log y) } 


іші id 
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w 5 logwy)s (—1)9+1 
= (E) (ови - + 0682) n DECRE 





+> (ое 1)(log y)**1-* 








12 w 
48:612 чишелү 
uw 
= (E) [tog 
$41 (-1'(S +1) :.:(5+1-1+ 1)(log 8+1 
3 iet 
ш 


іші 


故 (1) 式 得 证 . 
又 当 y > 1 时 ， 我 们 有 


CES (B end Bloga (yo 
[log z]! uliosa) | |, aeg yia 


[log x 2 
= 1 — e-(logz) dog y) Y {(log г)! (log y)) 
v! 





v=0 


1 (орг)! (оу г 
(а) ева. 

因为 0<y < 1 时 ，@(y) = 0. 故 由 上 式 得 到 : M y > 0 时 ， 则 (y) 是 一 

个 非 减 函数 ， 又 当 y > (ішу; ж 


1 
0<1-$(у) = 1 一 一 一 А Mlog z 
w) Ие лева 


1 oo 
<‘ — Mlog z] 
k: e Ды А 
_ f (logaj) +z) pe опо 
"a М maed 


S { e leszl(tlg z]) 1+[log z} 


< 2701. 
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其 中 用 到 logz > 104 及 当 入 > 1 时 ， 有 еі) < eXlog?. 


М+М м+м 
引 理 2. 4 e(a) = еі, 5(а) = У) а,епа),2- Y, о, X 
п=М+1 п=М+1 


中 an 是 任意 的 实数 . 我 们 用 令 M 来 表示 和 式 之 中 经 过 且 只 经 过 模 q 的 
所 有 原 特征 ， 则 有 














4 „| MEN 2 M+N 
Do X еж S(X2+zN) У |; D 
iex #09) мы 27 
1 . x 2 N v , 
axax (n) < (o 十 5) las[?. (3) 
D<q<Q е») Ха 'п=М+1 р т-М-1 Ë 


Е ФР АИ 1 038 8 8570888, UA 
Flo- f aro sinn f; rona, 
我 们 用 Га, а) 来 表示 以 9 为 中 心 ， 而 长 度 Js 的 区 间 ， 显 见 ， 当 1 < a < 
T (aq) = 1, 4 < Q 时 ， 所 有 的 区 间 Kag) 者 没有 共同 部 分 ， 故 得 
2 1 П 
52 "Оқ xc {ef мемен s f. Fa) 


q<Q eu 1 4<9 (а, sa 
1<а< 





1 
<@ f ма +1 f, iras. 
我 们 取 F(a) = {5(а)}?, 则 得 
f JF(o)|da = Z 
0 


1 1 
$ Í aa = S ISNS oda 


< Ge ISCe) da) qu каа) 
= A(['itoypas) ^ 


4-48) 


故 有 


2 

rl Is) 

q<Q (0-1 4 
1i<e<e 





9 


y 








РРО 
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x EL ЕМЕЙ 


Isac 
EN na 2 
вм 


1/2 











| N 
qSQ (zl [0] +1<п<№- |8] 


-( š 
< ZQ + zš { E (тауа, мық) ) 
п=-[#]+1 
< ZQ? + т№2% ( 
< (Q? + xN)Z. 4) 
4 XC 表示 原 特征 ， 
4 
тор= 3 © (2). -(4)хум- ie. (=). 


由 于 |r(X3)P = q, 故 得 到 


(两 J | Б» У an "xa (n) 








Теа), У, а Г 














(5) 

(8) ТАТЫН 
(о) ав $e (e) 
| 








(а,ч)=1 


由 上 式 及 (4) 式 , MAR (2) <. 我 们 定义 h 是 一 个 正 整数 , 它 使 得 2^D < 
Q < 2+1D, WRIA 








N 2 
Бр аһха(п) 
D<q<Q (a Xs =М+1 


> 


x b» eos) 


25D<q<2i+1D 而 Ха |п-М 





) 
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һ/1 : 
E > (55) C. iD«qx2:i*! D v > m. enxaln) ) 
k M+N 
< 2+2 р + zN las? 
мү MEN 
> (Q + 5) > las? 
n=M+1 
故 引 理 2 得 证 . 


引 理 3. 当 S=o+ 让 和 o> 雪 时 ， 则 有 
E X LG xa)lt < 9215120108 Q)“. 


4<9 xs 
证 . 我 们 有 
а) am. s Ух - У х 
ц) = У Че у MP. y = ge 

п=1 п=1 n=N+1 > (9 
N со ха. 

_ No XO) AMD O1 _ SN 
> nŠ +È (59) (5 ант) (N15 
N 

— у хо) 15|4!/?1ов@ 

- > 15 +о( те ) 


3 
Ш 


故 由 引 理 2 及 o > d 我们 有 


СЕ 
TT's < Y; Y (X xe 


4<0 xq 4<9 ха 


< IS|*Q* (log Q)* + (Q? + 925) pi 





4 

+ о 
po 
< Q'|S|*(log Q)*. 


故 本 引 理 得 证 . 
引 理 4. 当 上 是 无 平方 因子 的 奇数 ， 而 т 关 1 时 ， 则 我 们 有 


|Ж т) < |(m ~ 1,b)|. 
m 


证 . $ k= pipo T pi <+- < pi Ф g; Ж modp; 的 原 根 ， 则 有 
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m = gË (modpj), 0 < & < pj — 2, j = 1,.…,4, 则 关于 模 k 的 所 有 原 特征 
可 表示 为 
хит) = er ite mn 
EHIS y <p- j=l. 
4 Zim.) = | Exam), 则 有 
Xk 








1 1oQm-2 US 
Z(m,k) = JJ Zm) = I| X e “|= П (p; -2) 
ӛзі j=1 1 v=1 m 
« П pj = (т - 1,8). 
pil(m—1) 
故 本 引 理 得 证 . 
Ë z 是 偶数 ， 令 =l 34 d > rt m, X = 0; 而 当 1<d< 
zLU4-e/2 时 ， 令 
u(d) nk) pk) 
fbi f(k) H } ` 





м = 


Mk mta 


ar uus Lis 
k,zd)=1 kz)= 


Je o0) = zl. /® = ПР-Т. X 4 968, що ов Ж 


pik P 
20 уз (0 
15%< (=1/2-в)1/2 ға) tld 1<%<(=1/2-в)1/2 қы 
(k,z)=1 Gea)=1, (k,d)=t 





u 1 и?(К) 
M mecs ii Iesum MAL ШЫ) 


pit 


“Ше ELT) 


p 15#<(=1/2-е)1/2 уд 
(&,=4)= 





故 对 于 所 有 正 整 数 d, 都 有 | №] < 1. zr 是 偶数 ，log z > 105, 又 令 
Q= Пь Q= > 1, 


2<р<:1/4 21/10 cp Cel epe (up )1/2 
Р3</(Р1Р:) 
(=-Р1р2р3.9)=1 


MC 





т1/10ср)<:1/3<рҙ<(т/р.)1/2 n<=/(pip2) 
E жели) 1p2 (= рурат Q= 
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Rie Q < M. N 其 中 


N« > (2) 


zl110<pi<ri/3<pa<(z/pi)1/2 р\р? 


о а 48 За i P as |, 
«rz Г eh п < 2 là gi <= £ 


由 引 理 1, 我 们 有 














1 
25 > т ) У ле ( ) 
орка расан rii 17 pn 
rz 
29 (5) 
1 
5 > T ) > мә ( =) 
т1\/\0сру<т!/3<ру<(т/ру)!/? logs nzz/(pypa) pipa 
2 
м) ко (н) 
( mx (log т) 0! 
(dz)=1 
Е ^а, №№ +0 (ар) 4 š 
» 1 45. ШӘДІ TAT (log т)®%1 (5) 
49 419 
其 中 
N 
ау 


II 





2 (--) 


2M epi 21/3 epa (z/pi)!/2 log 一 一 


pip? 
> Аа)» ( 


nm<z/(Plp2) 


2-р рзп=0(шой 24 条 ) 


= 1 > 1 
( T ) mt л Мо 
(а а») = 2 КТА = 
(Ф,%) В үер pip2 


(pl1p2n,d1d2)=1 


т 
me ( ) + Y xa) 
Pipon xu АВ 05 D 
1,42. 





ss] 
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A(n r 
> ( ( ) )s( =) ТС) 
aa1/10<pl<zl/3<pa<(z/pi)112 log 一 一 pip2 41,4; 
®<=/(рүрд) Pip2 





т-) Ма) 





"(тау ук. 


log 一 一 
бағд), т ав рот 
(Pipanvdid2)=1 
[= ) 1 2--ісе " —002]-1 
m 1+——т 
f em ( did; ) Ң des (log z)! 
(di, d;) 


"m y 
„(2° zi. 
(5) X xL (лав) 








X dyd} Xo 
au 42) 
1 do 
2; X 412 (ip) (— >) ( =) } (6) 
zl/10<Pi<zl/3<pz<(z/pi)i/2 6142) log — (pip2) 


npa 








M= > > (445 Ж 1. ) 


(dyz)=1 (da z)=1 ip (4,4) 21/0 c, gal/3cpa<(s/p1)1/2 “ЧО 一 一 
1, 2 


m<z/(P1P2) mp 
Ame (——). 
Pipon 


lu(a)] 
М» = 
m. 48” 


(а, =)=1 











хот) 


- ш 
ха#хо 1-6, 


zx -Пов:|-1,, 
(ааа) тех) 


(log z) 
А zo 
» ха-(рір?) (ол) log =) “4 
#\/10сру<г1/3сру<(=/р)!/@ РР? 
{plp2,d)=1 


其 中 d* 是 xa 的 conductor, 而 x7. 是 等 价 于 xa 的 mod d* BJ ЕЕ. v(d) 
是 d 的 素数 因子 的 个 数 . 
引 理 5. 设 z 是 偶数 ， 则 有 


Mı + М; 2 
0< +O (==) 4 
WE. H (5) 式 和 (6) 式 ， 我 们 有 


т 
M < Ma + Mal + Ma +0 (LS. (7) 
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其 中 


Аа, Àd: 1 
Ms = ‚> > —7 didi V > (= т ) 
,7)=1 (d2,7)= 21/10 21/3. туру }!/2 — 
(di,z)=1(d2,z)=1 p (oon) Mp ПАНА рур? 
) (dido, pip27)71 














"nS 15 рт 


w E ECL C) 
) 


(di,z)71 (d2,7)=1 2тір (a d 
1, 42 





-Пов:|-1 L 

TE EOE (oxp) 

(ее) — E, TROT (хан 
1.42 


Ха. ip) Р 


Mio<pi<zl/3<p2< 1⁄2 (рур) log — 
z pi &aU3 pa K(z/pi) pipa 


首先 估计 Ms, 
є 1 
М «г У 5 > A(n) 
d<z1/2-* ' ь1/10сру<г1/3сру<(а/р)!/? 
ngz/(p1p2) 
(Epi paroi 


И 





21/0 epi 71/3 p, e (z/p; 1/2 pip? d<z1/2-e dszl/2-e 
ті раі 
E 
T ia 
+ E E e) Y Wes 
zl/10<Pl<zl/3<pa<(z/pi)112 pez dcal/2-e 
1P2 рі 
“ш, (8) 


再 估计 Me 设 wd) 关 0 d= pi рь, WERS di M do ME (4%. = d 
的 充分 和 必要 的 条 件 是 由 = pP opes di = рї р, фо < а < 
1,0<%<1,=+ > 1(1 < í < b). Radsi) sid) ао. 则 满足 
did = d 的 正 整数 di, d> 的 组 数 为 3. 由 于 Da] < 1, 故 有 





м, < 3? (а) > F (=) ( + w yes 
7 а. 009) | S w (logz)!! 


(a,z)=1 
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хаба) (ш, xa) > (ее) (2e 


ті 
тілдер а ру (ауына S (рір?) log —— 








pip2 
вт Кшз) = Жш) + Y; АЗ ЕР, api 
pi 
M4 < М» + Ms, (9) 
其 中 7 
CEA 2+ico / 4 
m= > Xi) 
«qu e EON xa У x Tir (С ) 


(чыи (н) 


X& (pip2) 22 | 


T 
z1/10<p  Sz1/3<p2<(z/pi)1/2 (рур) log 2 n 
(рір2.0)=1 1р2 


= H 2° _ © (xi) " 
又 当 Rew = 2 Bf, ж ЫЙ A ) xsaziad)s 


0, (d*zpi pop?) = 1 时 ， 则 使 用 引 理 4, 我 们 有 














(рлу) 
Ха” 


< |npzp^y — 1,4*)| 
= |(z — pıp2p*, d*)|, (10) 


其 中 y 是 满足 zy = 1(modd") 的 解 . 又 由 (10) 式 及 引 理 1 得 到 





|a) po? Z 
me op PTE Digni > 
М 25 22 ЕТІ A=1 M10 cp col 3 epo (s /pi)1/2 
4,=)=1 1 


(рур2.0)=1 


кезеген тт 


(а)|ҙ”Ф 
€x CU XI > 


4<=1/2-е d*|d d 21/10. 1/3. 1/2 
r: e51 Ple = ' °<91<=\/9<р;<(=«/ру) 
Gut ‚ч (21 77 
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logp 


— = | (z — n») 
1<%<(ов 5 (log p)-* log nm 
ju(ku)llu(ko)|z * 
< Х, яны 2 > 
"RT 1 27 plka zi/io<pi<zl/3<pa<(z/pi)172 
[EN 
> (z — рірор^, kı) 
1<A<(log а= )(logp) 1 
1 
<= y c > (z — рурәр^,К\) 
grace “1 sl/10cpgel/3cp2<( /p10/2 
(lz)=1 рА<=/(рур2) 
vou 
ha<sl/2-< k2 
ka=0 (mod p) 


1 1 
< у LS a y а 
-110<plszl/3<pas(z/pi)112 P d(z-ppap!) ку<=172- 


PA<z/(PlP2) ак 


<<, (11) 


H (7)%, (8) Ж, (9) ЖЖ (11) 式 ， 本 引 理 得 证 . 
引 理 6. 我 们 有 


т 


ж---20- 
2 (орауға 


Ф(у,х) -=/ (r £) ( zt ix) -[log z]-1 Zou 


ані (ye i 210+] -1 p, 
1+—— теі X 
ph thrio (5 ) ( еттт) L (os odo 


м< E í x LORT [o 


1<1<=1/2-& ^ 1<4<:1/2-е XI 


(Шеҙга Дада,е)=1 
1 2 
( т je (Zx) xni?) 
#170 co <г1/Зсру<(/р)1/2 log FIR pipa 


(р1р2.4)=1 1р2 
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Mot TOT MM 
5 j Xi(2) 
o. (d) a. (l) > 

(d,z)=1 (ігі > 

» (—)° (Zx) Xi(pip2) һ 

ELM aa e be Pip 

4 (D) = 31 WA 
а 
ТС (ова) У) eg < (log z)5. 
. wd) Ë š 
1<4<:1/2-< а<г1/2-< 
故 有 
M> < (log z)$ S, №. (12) 
其 中 
(1130 .. 
M= у] руа) 
1<1<.1/2-е xt 
(be)=1 
1 т 
2; ( z=)? (Zx) хәм), 
=1/10<mixs1/3<pa<(e/pljl/2 ЧОБ 一 一 pipa 
(pi pz т)ші pipa 
我 们 用 >》 来 表示 一 个 和 式 ， 其 中 的 pl 和 经 过 且 只 经 过 zl/10'< p < 
(km) 


1/2 
ZL3 < p < (=) р ®%82* < pup < тен, (p1po, m) = 1. £ h 是 一 
: ; 2h-1 100 < у1/2-є < 9I 100 р, = | Торт 
个 正 整 数 ， 满 足 (logz)100 < = < 2^ (log 2)190, 1, E , 
则 有 


h h 


Nm < уум. (13) 
1=0 k=0 
其 中 
(0) Ina)" 
Na = EU s 
27 А 
1<4< (log =)100 
(4.: "ë LI 











т 
(= =)° (去 ха) хаб) 
(km) 17 一 一 pp 


m3 1 > 1 BF, 
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Ішфіз 2 


(к) 一 
Му 4 


2 一 Haee n) cd Sal ово 


f 1 т 
| 
хш) Y ( T ) жи ха(рір?) 
pip2 


H 

4 SULo x0) = У m жане: 我 们 知道 当 Rew > 1 B$, 
п=1 

有 





н 1 
S(H,w, ха) &logz; L(o,xa) = $ мі) +0 (444) . 
п=1 
故 得 到 当 Rew > 1 时 ， 有 


1- Цо, ха) 8 (Ни, ха) = у; нм o o (Eois). 


т-і 
FP Cal) = 0, 当 > Н? B Сн(п) = 0; fi n > 18, Сн(п) = 
Уи, 其 中 d 经 过 n 的 因子 ， 它 使 得 1 < d < HRY < нщ 
а 
1 <n < H ñ$, Ж Сн(п) = 0; п> H B$, Сн(п) < т(п). ЖН «ат 
BF, ІН Schwarz TE 








Cu(n)xa(n) | знн суулу 
4 ZH (n) Xxa(n 
ў, rebat < < (og7) сатхи. 








Фа=1+ рур НЕХ, УП) < богу 及 (3) 式 我 们 得 到 : м 
п<т 
Q <= ñ. 有 








»ov AU Сида) < (0+2 C i 
XH (r(n)) 
Mens 9+2) 
река #00 Ç P Ы P» п? 


а Y |1 — L(a + iv, xa)$(H. o + iv, xa)? 
D«d«Q zi ) 


1 * > Сн(п)ҳа(п) |? 


nete 








w. [а + iv^ Q? (log г)! 
H? 





р<4<0 ed) 47 


п=1 
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ж М ++ езе (log 2)5. (м) 


50-4 ph B+ (SOLA + iv, xa)}? = Xem xa (п)! < 
T(n), 故 由 Gaia. xD], Eb 有 
T 37 801,8 i x 





21-1 (log z) 9 c d« 2! (log z)100 © 
2 
1 00 con 

« (: (log т)!% + (о 2 s) Y Pr 


< 24(1 104 H? 
< 2'(log z) + ogr" (15) 


由 于 (оха) = у [ eX ag, ges r а o Shab, ogz) 为 半 


区 -oz 
径 的 圆 ， 故 有 
IG xa) < (ова)? [ше хам. 


利用 Holder 不 等 式 ， 得 到 
I Go, а) < (og z)* [Ш хаа 
又 由 引 理 3, 我 们 有 
(да) Y LG i» xor 
Xd 
< 21006 2)199(18 + ivl)? 


щ Rew>a=1+ piz 时 ， 我 们 得 到 


21-10106 z)199 c d« 2! (log z)100 


Pona = оаа - LoraS, oxa) 
Uo xa) SH. o xa). (16) 
4 
lu (2) 


A(Ll Е, м, m, H) = d 


20-1 (log 2)100 << 2l (1og z)100 
(4,=)=1 


бойы =a [1 = Llw, xa)S(H, w, xa) 
(km) (pipo) шы зен 





ха 
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#130 
x 1 Jl 





B(lk,o,m, H) = 
20-1 (log 2)100 c d « 2 (log =)100 
(d.z)=1 
» (рір2) 

5» > ха 
ха | (km) (Dip2)“ log = 
pip2 

车 1> 1 时 ， 由 (16) 式 我 们 有 


NÉ < z(logz)? 


(о, xa) S(H, w, ха)|. 








A(L k, o + iv,m, H) d 
le + iv| Veg 1+1 ú 
(егеу) 





l+ i: + 





т.1099. B(lk, B +, т, Н) 
+2? - ТЕТІ йот" (17) 
l8 + ы (1 + а) 
显 见 ， 当 |n(d) 0 及 4 很 大 时 ， 有 
3/9 < ez. (18) 


现在 我 们 首先 对 ! > 1 时 ， 2:8 > 13-е 及 zt- 5 28 > 
2! (log х) 190 这 二 种 情形 的 NI 进行 估计 , 此 时 我 们 取 H = 2!(log r) ,, 
\оа{2! z)100 
其 中 Л. = exp {у ). 则 根据 (14) - (18) 式 ， 我 们 有 
(Lk) ee Iu (d)] 
м < alloga) | H > x 


21-1 (log z)100 c q« 2 (log =)100 
(d.z)=1 


х" ха(р1р2) R |н(4)| 
е E ШЕРИИ, ш 


21-1 (log z)100 c d « 2 (log г)100 


T 
ха | (kn) (P172)? *"" log 一 一 
pipa (dz)=1 





` E 3 2 dv 
Уп Маж дето) (2) 


жә (ов гу [^ (a2 x let 


21-1008 =)100< 4 c 2 (log =)100 4 
(4,=)=1 
Ez, 
z 
ха | (km) (P172)? +" log - 
Pip2 


OE B 
EY isa a sar] 





21-1 (log z)100 c d 2l (log =)100 
(4,2)=1 
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mE 


1+, 
+ 21-1 (log 2100.<4<21(1о8 =)100 
(d.z=)=1 


< r(log D (“йовг)% + я У к, 


p сасок йб 


[2106 z) 1 C 4 v?)2” (log т)? 
(Og + jm + a Уа, әу 


(Сау i FE 100 十 тай 
(rE) ға іг) Д 2!(log т) + бов 








а) (Poss? + tog) aevo (1465) 


25; СТЕУ n 
现在 我 们 再 对 25239 < 2I (log z)! < 2ғ1-< 时 的 МОЮ 进行 估计 ， 此 时 我 
们 取 


Н = тшах(2®-®т—% (log т)%001, 137€), 





则 有 
со 2 
еа нна Е д) 
| | 
E эл", Füsgzy" + (cgo y 
(rdi) doe [^ | e nl 


21-1 (log z)100 c d« 2! (log т 100 


Y 4S1, B + iv, xor } ai 


ха 


{ 2!-\(1ов z)1% c d« 2! (log z)100 
{ > Iud) 
21-! (log z)199 c d«2! (log z)100 4 


( Ха(рурз) y 
š т 

km) (pipa) + log — 

(кут) Б рір? 


d) < 4 
lec X UG i xar) 


* 





| (ы) 








Ха 
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т i 20] 9l 100 H 3 1 
< Tog z)” + z2 (log z) Ë (logz)!^* + zum] (д>)? 





к\з [> (1+2) 
(901 109 iG 1 100 22615 ) f 2 
(2 (105 г) 9)4 | 2'(log z) + ов b qu 2 


< р" (20) 
现在 来 估计 М, 其 中 0 < k < D. 4 xa 是 原 特征 及 ReS > 1- S 
mF, L(S,xa) #0. 其 中 。 是 一 个 常数 ， 故 有 
， з pd) | р арто 1 
NO < E ін »( = xd =) 
3 


1 
l<d<(log z)1% 7402799 (кт) Mog 一 一 
og T (log x) (km) рір? 





в -[ogz)-1 ,, 
“Ха(рір2) (5) ( + ёч) Yoxa | 


log т)” 
co] 
< (log z)? > ( т ) Пек) 72 
2M cp, < 21/3 epa c(s pi i2 ` P1P2 
< —“. 
(log 2077 (21) 


由 (12), (13) ЖЖ (19) - (21) 式 ， 本 引 理 得 证 . 
引 理 7. 对 于 大 偶数 z, 我 们 有 
м, < (6 十 а! { > 1 } 


тб 
log x 21/10 cpi Sz1/3< pa<(z/pi)1/2 P1P2 log An» 


Et c, = ПР l-z) 

Mpal (2-1 
2 

证 令 S= у EU yy 


1<&<(в1/2—еу1/2 дю 
(be)=1 


< (1 A(kd)p(k) 
ч) Ë (5) m» Ад) | 
C (k.zdy=1 


当 (m,z) = 1 时， 我 们 有 
X wa- X mE) 


asi E ай ONES Ы) 
(4,2)=1,т|а (d,z)—1, mld 24)=1 
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шт) тү щт) 
-@) ЖҮЗБЕ TO 2s" (3) = т) 
7 C(nz)a 








由 于 —— = 40000000) Y f(d). 故 有 
(2295 Xo ) dids do) 
(di, d2) 


Аа, ^а» 


> ( dd» ) 
di €(z1/27*)1/2 d,<(z1/2-e)1/2 р 
(dida,z)-1 (di, d2) 
Ж У) ааа Y. /® 
dy &(zi/2-«)/2 qy<(z1/2—e)1/2 eri 
(didə,z)=1 





II 


2 
1 
f) E ма) = өз 
(ев)? 4<(«1/2-« 1/2 
(®,г)=1 kld,(d,z)=1 


R wz ONT 
pln)’ 





(ATE А 


ЭГЕ > "em )- 


15п<= ПЕ i» 





X zem y 


1£n£z ріп 


= И(х) = У) > и? (п) "Бю > n! (m) 


дк ine. (Т) 2(d) кн em) 
X) 











и KOM _ КУ) 
M vd) pk) 


MA Vio) > Е su) = 1, gps q> 2 时, Ф vla) = Цо-2), 
pla 
则 有 





5 = ÉO Ts 1 ) 
isset Plk) y p-2 
,z)-1 
2 
= и (k) 1 
ELS A еу/2 p(k) Y uo 


АС ит) 
хасу vV(a)v(a) PET ф(г) 
im) 


(r.aaz)=1 
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> и? (ч) (ез Е кезі) 
олет v(g)e(q) | ax 4 
T (qs)=1 


(6-2) ова) 
=ë — жо). 


由 (22) 式 及 上 式 ， 当 z 很 大 时 ， 有 














Mi < (8-24:)C; (log т)! у А) )° (оғ): 
EE 
м Epps 


由 引 理 1, 本 引 理 得 证 . 
引 理 8. Ис 是 大 偶数 ， 则 有 
3.9404-С. 
(log z)? 


WE 34 z 很 大 时 ， 由 引 理 5 到 引 理 7, 我 们 有 


8(1 + 5=)тСь 1 
amem ко ре 


х\/19<ру<х1/З<ру<(т/р;)1/2 P1P2 log PX 


又 有 
1 


т 
zMi0<pl<zl3<pa<(z/pi)M/2 P1P2 log — 


р1р2 
<(1+) [pe 


m 


pit(log t) log — T log z — 


p? dt 
< ажоо [^ s Pics =} logi) (ов £) 
St 


3 да [5x 48 
=a+2) fi ah Ва -а- В) ю5 r’ 








168 陈景润 文集 [1973] 


ЛЫС Jti) 


























1- =a 2 
qi -lg3 -log (а-а) а 
à a(1— o) 
= (1569-39), 
à а(1-а) 
в I 2389- 
ечаш (16- Dar ОНИ, 
аль ай-о) ыы 901-9) 
І { 9 1 i 
10 30 10 30 30 
«Y fioe (16-05) [o3 d Up - 
= 97% 107730 
it UR (04+0li-3a) ua 
fue (56-01)a(- а) 





6 Е : 
ы” 27-і 26-і 

«Y [esas - 015 + 1) (ое T ов 3 
peri -і 3+1 4+1 


At da 
EE +5 (16-044(1- о) 


4-і 108 + 23i — 
= У Пов -0.1 +) bg em 
Уж D i | мии} 


6 n 
1 27-1 
x (= 259) (os 36— ;) 


< (0.47 + 0.25)(0.32542) + (0.40547 + 0.33334) (0.26236) 


o 





-- (0.33647 十 0.42858)(0.22315) + (0.26236 + 0.53847)(0.19671) 


十 (0.18232 + 0.66667)(0.17799) + (0.09531 + 0.81819)(0.16431) 
+0.15415 — 3(9:03774 + 0.09922 + 0.02082 + 0.04256 , 0.04445 





+ 04:692 + 0.04879) 

< 0.234303 + 0.193837 + 0.17073 + 0.15754 + 0.151115 + 0.1501 
+0.15415 — 3(0.023587 + 0.026146 + 0.029157 + 0.032738 
+0.037041 + 0.04229 + 0.04879) 
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< 1.21178 — 0.71924 = 0.49254. (24) 


由 (23) 和 (24) 式 ， 引 理 8 得 证 . 
dz 是 一 大 偶数 , 令 Pale, гі) 表示 满足 下 面条 件 的 素数 的 个 数 : 
p < z, p # z (modpi) (1 < í < j), ЖФ 3 = pi < po <- < p; < 11/0. 对 
于 一 个 素数 p', WG P.(z,p' 1/19) 表示 满足 下 面条 件 的 素数 p 的 个 数 : 
p < z, p = т(шойр'),р # z (modp;)(1 < í < j). AP 3 = pi <р < 
<р) < 21/10. 


引 理 9. 设 z 是 大 偶数 ， 则 有 


P,(z, 2'0) - (5) У Bos)» 


zl1/10<p<zrl/3 


x* c - ПЕП (1-я). 


р>? 


2.6408С, 
(logs)? ” 


证 在 文献 D] 49 r9) = php K = z, Z = 11/10, 则 显 见 文献 0] 
中 的 条 件 (A) 和 (Az) 都 满足 ， 由 文献 [11] 中 的 (2.11) 式 ， 我 们 有 
1 


lel 
1/10) = r p-1 e? 1 
re) 1—9 vs {1+ О(т=-)} 








p Іов г logz 
E 228 П а К nl a) E 
+90) 
-+o (ta) (25) 


EP y Æ Euler ЖШ. 又 当 0 < < 2 Bf, + Р(и) = 267, f(u) = 0. 而 当 
w > 28}, $ (uF(u)) = [ч (и/(и))' = F(u – 1), 4 2 < u < 3 B$, 
Ж uF(u) = 2F(2), F(u) = . Хм2<и<а WA 
ufo) = f° Е( — 1)й = Зет юв(и — 1), f(u) = 2198001) 
2 и 
343 <и<48 RIA 


uF(u) = 2e « ШЕ — 1)dt = 2er Gf Da) j 
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又 有 





5 
5/(5) =2erlog3+ f F(u — 1)du 
4 


Е 4 ди f"! log(t -1) 
= 2e (vs: «f m f i s: “) > 
在 文献 [11] 的 定理 A H, WE = z1/2-s q = 1, z = z1/10, ДІҢ (25) 
式 及 文献 [11] 中 的 (2.19), (4.18) 及 (3.24) 式 ， 我 们 知道 当 z 很 大 时 ， 有 


à 2(1- ҮС, 
Р.,(т,т%) rer mer 


log z)(log т 


> (SE УС [ga “|” PE Da). (28) 


(ов г) 





又 在 文献 [11] 的 定理 A 中 取 e = EG, q = p, z = z1/10, 则 由 (25) 
式 及 文献 [11] 中 的 (2.18), (3.24) № (4.18), 我 们 有 


(log z)? 


z1/10<p<z1/3 


mesan аме у: (2) 


2% z <р<гі 
4- Шек log(t — 1) log z 2е7 log z 16 
I 1+ / 3 (е rið e ogzi 
( 2 t dà т? % 二 zi 
log 22 т\/5ср<т\/3 plog 22 


р 
4 十 5VE)zC， z$ dS 4 RES log(t — 1 
es i 


» S(log 5) (1og 2j : 





S(log S) (ов $) 
_ | é +5/e)zC; з da 4—10 log(t — 1) 
{ борт} Ң 84-22 E a 


+Í. T a) } 
c {автомо | (ы. f; 人 100 log(t 一 Da]. 
io 2a(5 





(log г) t 


TOM m 有 
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и=4, ДИИ a = 1 t$, и = 3, ЖЖ 


E da 4-10a log(t ~ Әй = f 104и  f*"-!log(t — Da 
f (4)! t ПЛ u(5— u) Ja t : 





15 а 
2 


显 见 ， 当 1<z<2 时 ， Ж logr < E5- + f l 故 有 


[ Ae lg(t-1), _ (1) P do "= log(t = 1) н 
з uh t 4/ ja G -°) 2 t 
2 





10 а 
4 -1 E 
-f (22 2.5 Jaf" log(t — 1) y 
з \u u(5— и) 2 t 
3[25-u u-1 /t-2 t-2Y(dt 
> 
и] (5 * t ($) 
4f 25-ш 4 
= == 一 -2jd 
EC SII Jau 
-[(G-38-i 1 +) 
(043 \2 u 15-4)" 4-1 


2 
—2.25log 4 82.9; 751063 


zl 
E а log? 
og 
+0.75 log = —1.5 lol — 
7 83 5 og 3 — 4 











> 0.588335 — 0.6048075 = —0.0164725. (27) 
由 (26) 和 (27) 式 ， 我 们 有 
P. 7i) - (1) > P(x,p, rih) 


<р<т% 


> (ами) CT ЖЕ 22122 00164725) 


(log т) 
> = (0.3301 А 


log z) 
故 引 理 9 得 证 . 


Tm 
as 
ж 


见 ， 我 们 有 
Р) > p, (5) У Bepa- aos, (эв 


21/10 <р<1/3 
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Hi (28) 式 、 引 理 8 和 引 理 9, 即 得 到 定理 1 


0.67zC, 
(1,2) X PAD i 


的 证 明 . 


ш 





完全 类 似 的 方法 可 得 到 定理 2 的 证 明 . 
致谢 : 作者 对 闵 嗣 息 同 志和 王 元 同志 给 予 的 帮助 ， 表 示 京 心 的 感谢 , 
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华 林 问题 "(4) 的 估 值 "i 


华 林 问题 是 数论 中 的 一 个 有 名 问题 ， 命 表示 固定 的 正 整 数 ， 以 g(k) 
表示 一 个 最 小 的 正 整数 S = Sk), 使 得 对 于 任意 一 个 n > 0 不 定 方程 


п= т +. + zÉ 


常 有 正 整数 解答 者 . Dickson 确定 了 当 k > 6 时 的 g(k) 的 数值 . 在 DU] 中 
我 们 确定 了 9(5) 的 数值 ， 即 9(5) = 37. 现在 华 林 问题 g(k) 中 只 有 9(4) 
的 数值 还 没有 确定 ， 对 于 9(4)， 一 些 数学 工作 者 得 到 如 下 结果 : 4(4) < 
53, 48, 47, 45, 41, 39, 38, 37,35. 本 文 又 改善 了 Dickson 的 结果 并 得 到 19 < 
9(4) < 219. 

为 了 证 明 这 个 结果 ， 需 要 下 面 的 这 几 个 引 理 : 

引 理 1. 不 大 于 10237 的 正 整 数 都 能 够 表示 成 为 27 个 正 整数 四 次 方 的 
m. 

WE. 在 [3] 中 的 第 714 页 说 到 所 有 正 整 数 < 102 都 能 够 表示 成 为 19 

个 非 负 整数 四 次 方 和 . 使 用 [B] 中 的 定理 12. Фп = 4t= 8 1 = 1 K 
Lo = 1026 容易 得 到 


4 8 1026 
log [8 = (3) (кє) + 105 256 
> (9.98)(log 1026) — (8.98) log 256 


(8.98)(0.941 ) 
2 {(9.98)(26) SS. ) 


> 237 log 10. 


log 10 - 18 10610 


BUR Ls > 107, 故 本 引 理 得 证 . 
引 理 2. 令 5 = У 67 5, 则 有 
т=1 





* 1965 年 5 月 8 日 收 到 . 1973 年 10 月 10 日 修改 . 

t 原 载 数 学 学 报 ， 17(1974), по. 2, рр. 131 - 142. 

1) 在 美国 数学 评论 1972 年 12 月 份 第 1207 4 ЕЖ: Dress, Francois 已 得 到 g(4) = 30; 该 结 
果 的 证 明 将 发 表 于 Acta Arithmetica, 可 是 到 现在 ,在 Acta Arithmetica 中 我 们 都 没有 看 到 该 
结果 的 证 明 . 
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V1i9.5， 当 a=1 或 4=4 时 . 
V10.6， 当 a=2 或 4=3 时 . 

94, ща=1,4,13,16 4. 

[Saar] 48, Ша-2,3,5,8,9,12,14,15 BJ. 
1, Ша-6,7,10,11 Bf. 

v30, Ча-1,3,4,9,10,12 Bf. 
У70, ща= 2,5,6,7,8,11 Bf. 





|8451 < | 


[Sans] < | 
证 . 我 们 有 
22та 


和 2 1/2 
|Sas| = |1 + 4e?7$| = (reae те) + 16 sin =) 
5 


(rre ses 20) < ү Maclma-cá. 
5 У10.6, ща=2 а= 3 时. 
[Saas] = [1 + 4(e2mia/17 十 e-2ria/17 十 earia/17 十 e-8ria/17)| 

一 1 +8 ( cos ŽES + eos Өле) 

9.4, 4 a= 1,4,13,16 Rf. 

8, 4 a=2,3,5,8,9,12,14,15 Bf. 

11, а= 6,7,10,11 Bj. 

[$алз| = [1 + 4(e2ria/13 十 єблїа/13 + el87iaf13)| 


1A 





{ |4(e2ri/13 + ебті/13 十 el8ri/13) 十 1, 当 a = 1,3,4,9,10,12 时 . 
JA(e*ri/13 4 el27i/13 + e107i/13) 41), 当 a = 2,5,6,7,8,11 时 . 


1/2 
(49 — 24605 7) < V 30, а = 1,3, 4,9, 10, 12 Bf. 
< 
х 1/2 
СЕЕ 7939) < У, Ща = 2,5, 6,7, 8, 118. 
故 本 引 理 得 证 . 


引 理 3. У (a,q) = 1,9 > 0 时 ， 我 们 有 
154,1 < 12417 4. 
Ш. fh q = р 此 处 Pips 是 q 的 所 有 不 同 素 因子 . 由 |4] 
的 引 理 1.3 我 们 有 Sag = П Syon: 由 [5] 中 的 第 269 到 第 271 页 中 的 引 
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理 3 到 引 理 5 我 们 有 
3p; 5p" 079, 34 (p, — 1,4) = 4 3Ë B pi < 81 时. 


IS < ә"), M р = 2 时. 
D шро, (р — 1,4) 4 BË pi > 81 Bf. 
又 满足 p < 81, (p — 1,4) = 4 的 素数 p 只 有 5,13,17,29,37,41,53,61,73， 
故 由 上 式 及 引 理 2 我 们 有 
(2)(19.5 x 70)1/2(11)(35)q! 1⁄4 








5%41< < 124! V4, 
5а < (5 x 13 x 17)3/4(29 x 37 x 41 x 53 x 61 x 73)1/4 7 Ы 
故 本 引 理 得 证 . 

引 理 4. 我 们 用 (а) 来 代表 q 的 因子 的 个 数 ， 则 有 

44) < 15045. 

ы 04%1. 

ЭТ 1) - TES n (в) = 
1 _ (a+1)lo p 2 à 
E 6ps75 pvp jme 8135 
p < ë в, ж е - з= в - й) 2 0 当 p > её, а> 2 W, 
有 < уп 故 当 13 < p < ea,a > 1 时 有 add sd» 使 用 
3 499 5)? 6 9 109 
(3) э41>7>/%) а > 3> (8) > (8) >2> (4) m 
2 о 
得 пака S у, marty S zy mak td < үт тахо < 


N.N; 


N. = (13 x 17 x 19 x 23 x 29 x 31 x 37 x 41 x 43 x 47 x 53 x 59 x 61)1/6 
> 1900, 
№ = 111/3 x 71/3 x 51/2 x 32/3 x 24/3 > 48. 


故 有 
(16)(1024)(810)41/6 _ (1024)(27)g!/9 


dla) < ба = 190 


< 1509/5, 
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故 本 引 理 得 证 . 

引 理 5. 假定 o = @ +, (a,q) = 1, p 是 一 个 1050 的 整数 ，p?/ < 
q < p, Je] < m 则 我 们 有 





< pots, 





z 4 
> eror 
z=1 


WE. 由 [5] 中 第 261 页 的 引 理 13 可 以 得 到 





> e2riaz” — > Кы > Ce2riz(qt+3) 


1<z<P 1£S£q —54-1<1<(р-5)4-1 


(АҚ Y е )/ еле ата 3104. 10151. 


158<4 


故 由 引 理 3 Ар > 1050 显 见 本 引 理 能 够 成 立 . | 
引 理 6. 假设 / 和 4' BREEDS, f+ уа > 105, (у) = 
(s + 3), (a. =1,1< q <q, 9 S 1. 是 一 个 实数 ， 令 


Е 7 ајз 1 4/3 
3 nin (u (ат) ) 
X Y 系 表示 一 个 和 式 , 其 中 y 经 过 数值 Л.а 1. 5 z 是 实数 时 ， 


у 
则 令 |z] 表示 г HERRY, (m) = z — [z] 及 (т) = min((z),1— (z)). 我 
们 有 
oc 44/3 十 22/333/4gul/3, 


йй у= / ++, йт (д) = (ВР), e B = fag + 


28) re) = [ur 396) + 32, girl < t (aaa) cio 
当 0<z<94 时 ， 则 az + В ЖР EFR, WA 


4/3. 
А 4/3 1 
ра нк ( | Furor | ) 


其 中 101 < T. 即 得 
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4/3 m ш ( 43/5, £^ 
N < 344/3 + + (5) Y mn 人 fus) 
1<1<а 
1\1/3 oo dt 
4/3 1 4/3(а3/4,,-1 4/3 зе 
< 4и +(5) f: (3 tgu) + q 人 
< 4u4/3 + 22/333/4qu!/3 
故 本 引 理 得 证 . 
引 理 7. 假设 a = $ +z, (a.d) = 1, p 是 一 个 > 1050 的 整数 ，p?/1 < 





< 2р29/32 (10р p + 3)!1/16. 


4 
> erior 





























1424р 
WE 我 们 有 
р ар е 
жене рау у не | 
r-l z=ly=1 
т>у 
令 
h 2 z - y, f(z,y) = 423 + 6х?у? + 4ту®, h(,y, 2) = 12хуг(л + y + 2), 
则 有 
р р . p-lp-y , 
( > yere -у) ) = ( YS у; чейин -у 4) 小 
z=ly=1 у=1й=1 
т>у 
р-1\ p ір-һ 
«(Y У [У етек oo УУ таралу? 
hz! 01 асу 





























p р-й | P 一 和 一 (2 
Ep ny У Y оне Heind 
й=1%=1! n=1 
< p° + 2р5, (1) 
其 中 
p op-hp-h-l? 
8 = > > e2mieh(vi lida) 
hzlh-l! kl 
ud 2riah(y з) 
« imiah(yi lh da) |. 
< 70) дах > е ; 


к? 
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我 们 定义 r(z) 是 方程 式 2 = hh В (1,6) 的 组 数 ， 其 中 1< < 
p,1 < 12 < p 一 1. 我们 用 Lii) RER i 和 io 的 最 小 公 倍数 ，d(i) 表 
示 i 的 因子 的 个 数 ， 则 有 


я) 


























0<г<р? 0<г<р? dlz 
154<р,4<» 
< dip 
1d ep жс, Li d2) 
< dip 
14d cp mjd, 14 mas cp Tis d2) 
< ттр 
1<т<р 1<4=тп<р 1<4;=т!<р mnl 
p? (10g Z; Рр. 1) 
КЕЯ 15 
<p’(logp+1} -p У benm 
1<т<р 
2 2 
p'(log р + 2) 
SET (2) 
我 们 使 用 |5) 中 第 254 页 的 引 理 6 而 得 到 
p-li-lz p-h -ia | p-li-la-ls 
У eriahl ds "mi <p+2 Y ето 4l lolya) 
s= 13=1 y2=1 
DULL =: 
р-4-і 1 
<р+2 min (». жалшы) 
> 22401,1) 
[nom 
z 1 
< 2 i —— |. 
<p+ зы (v, яне) (3) 
由 (1) 到 (3) 式 ， 我 们 有 
2 2 ut 2xiah(yi 4 
L 
15| < ( > ro] 人 > тах У е?лїоһл з) ) 
1<п<р? 1<п<р? 
<(%)ю +2) Sfp+2 1 
545 gp x (+ Уа (». Gum) (4) 
0<:<р2 


KHAR D” DAR z 经 过 所 指定 的 区 间 0 < ро, FEWER 


0<:<р? 
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T(321.49z-lb, Ф151 Sp 1< l <р- l KA z < h(p—- h) 
对 于 一 个 给 定 的 p 而 使 h(p — h) 取 最 大 值 的 h 必须 满足 p 21, = 0, М 
# h = p/2, z < р?/4 Ж 


2 Р 1 
ISP < (E )üogp +2)? +? (р). ®© 
(5) е” P Ë X min ( in 

用 记号 h(i) 来 代表 将 一 个 整数 i 表示 成 i = no 的 表 法 的 个 数 ， 其 
Фї<ї<р,1<% < р?/4. 现在 我 们 要 来 估计 和 式 Y^ (h(i))* = 


1<i<p3/4 


4 

( У; ) .由 Ш 中 的 (12) 到 (14) 式 ， 我 们 有 
1<1<р3/4 dii 

1<4<р,1/4<р2/4 

3: 

(AG) BEEN 

P» id s > РРР т 
2 

в X ү Gon 


1475р dj 1«i2 р/а diia 1<їз<р/@ йиз 1<it руа, 120314 


< (#)в»+) Y: X Xx p y Ча 


1<й<р dj 1<42<р/4 由 ia 158 zp/di targ 


< (анна у; x у; Gamer 


1<4<р а 1<і<р/б 2 


Р 7 з < po (logp + 3)" 
«(£ tts» *3) Az, H6) < — (960) ` 


由 h(i) 的 定义 及 (5) 式 ， 我 们 有 
p ) 1 
Is? хра E Momia (». жаа) (6) 


现在 先 考虑 p < q < 8p3 时 的 情况 ， 我 们 有 
Y мш (окт 2454) ;) 


1<і<р3/4 


> (оу) ч > (a apay " 


1<ї<р3/4 1<i<p3/4 


又 有 
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| 1/4 p (log p + 3) ү!/4 p!" (log p 十 3)7/2 
(E ner) «(Сою ) S вия — € 


而 当 p < q < 8p? n, d 249-54 = 4. 则 由 引 理 6 及 p> 10 我 们 有 


1 4/3 3 

y (sin (о, - )) < P; ауар ay) 
4 2(24o1) 

1519/4 





< 3533. (9) 

由 于 了 > 10 及 (6) 到 (9) 式 ， 我 们 得 到 当 p < g < 8p° m. d 
ISP < 2.1094 (log p +3)%#. (10) 
现在 ， 我 们 来 考虑 p < q < p 时 的 情况 . (24.9) =51=4, 
AF |a- g| < Za << 0 = 1, S5 у 不 能 整除 ; 时 有 
min (p, зоа) < 27. 由 于 h(i) S d) Ж (в) 式 而 得 到 





3 
ISP spllogp+2) {tp E ат) 
1<mq' <p3/4 


+ Y Майа (20 5 )} 


1<1<р3/4 


3 
< p'(logp + 2 = +249) У) ат) 
1<т <р? [Aq 


+ У) h()min (9^ ве} (11) 


1<ї<р3/4 


又 由 引 理 4 Ж [1] 中 的 (10) <. p > q > p,p > 1050 而 得 到 


3 3 
ра) (т) < 150pg1/s( Z ) ( 1og 2 +1 
кезе 1% ) ( 44 ) 
< p? (log p)’. (12) 
由 于 p 2109 М (8) 式 和 引 理 6, 我 们 有 


У) hG)min (+ ат) < { > ау” 


1<ї<р3/4 1<i<p3/4 
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{E omm (ee (5) y^ 


1<1<р3/4 

p?" (logp 37/2 ) f / рэ Aj VA 
(7 223172 KG +1) ам } 
< р (logp + 3)33. (13) 
k p° < q < p Bf, h (11) 到 (13) 式 而 得 到 





ІЛ 


ISP < 2р5 (log p + 3)53. (14) 


НТ p > 10%, (1), (10) X (14) 本 引 理 得 证 . 

下 面 将 采用 某 些 记号 : N 是 一 个 > 10230 的 整数 ，p = [NI/,r = 
8p: No 5j Ny 是 整数 并 且 满 足 条 件 Y < No < N, No — < N. < No f 
FWO ) 是 用 来 记 将 一 个 数 MN. 表 成 为 


Мүше еті, 
的 表 法 的 种 数 ， 式 中 т,..., r,2 是 正 整数 .我 们 有 


W(N, = М H gite inii qa. Е урет, 
包含 所 有 满足 条 件 


1 1 
e= +a(aq) =; -> S: < L. < 4 < m 
q 


qr qr 
Z o 的 区 间 称 为 基本 区 间 ， 从 区 间 —77! < a < —77 + 1 中 除去 基本 区 间 
之 后 所 留 下 之 a 的 区 间 称 做 余 区 间 ， 积 分 W NS) 中 对 应 于 基本 区 间 部 分 
我 们 用 Wo( Ni) 来 表示 ,积分 W (N, ) 中 对 应 于 余 区 间 部 分 我 们 用 (М) 
来 表示 ， 于 是 有 
W(Ni) = (№) + Wi(Ni). 


又 采用 记号 








4 12 7 oo 
Y (а) еі, зм) Y дым). 


а1 4-і 
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34 N > 1 时令 Ko(N) 表示 т} ++}, < М 中 的 正 整数 zx1,...,z12 的 
解答 的 组 数 ， 又 令 Mla, №) 表示 zi ++ т}, = N(modq) 的 解 的 数目 ， 
其 中 ть... хо 互相 无 关 地 经 过 模 4 的 完全 剩余 系 . 

引 理 8. 当 No > 10230, No — 59: < № < № 时 我 们 有 


1Wa(Ni) - ВОМ) (М) < 10!4p-2/3R(N0) + 1017565 + 4 x 1011975, 
其 中 А(№) > 0.15№. X% Ni £ i(mod16) 而 i = 0,13,14, 15 时 则 有 
E(N1) > 2-13. 

证 . 假定 是 属于 0 的 基本 区 间 ， 用 变换 z = qt + S 变换 和 数 pa. 这 


里 的 o 经 过 数目 S =0,1,..., 9-1, 对 于 给 定 的 S, t 则 跑 过 区 间 -5471 < 
t < (p ~ 5S)q-! 中 的 整数 ， 于 是 以 > 表 o 则 得 


ы 4-1 
E e > giri esa syt) рч Y er ps) 
] 

Sz0 -Sq-! ct£(p-S)q-! 8-0 


其 中 
Ds(z) = > e2miz(qt+S)* 


-5471<1<(р- 5)4-! 


但 在 区 间 -Sg-! << p S! PRIDE фа < ЕЯ < 
1, 故 由 [5] 中 第 261 页 的 引 理 13 可 以 得 到 


(Р-5)47! 1 f? 
Ds(z) = / W танзу ао = 5 f езега 40, IQ < 1 
=99 


由 是 
pa = s (=) +401011. (15) 


其 中 水 = f e? d, 但 由 引 理 3 及 [5] 中 第 262 页 的 引 理 14, a 我 们 有 
C) 


К (% Ж |z| <р“. 
V 引 zl-14， 若 |z| > p74. 


< 124147, (16) 





ат) 
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хм [|< sim q < p! 时 有 24-14 > 84. 因此 由 (15) 到 (17) 式 我 们 有 


S j 12 
eG) 


但 当 o > 0 时 我 们 有 Je? — Ц = УЗА — cos2mo) = [2sin zw| < 2rw 故 
得 





< 48g(12.5g-L4Z)1H < 1014g-7/4211. 








12 
la. ) e Pri Ni 一 2rizNo 





pl2e 一 2rtNia _ v( 









< 





5 12 Жан 
pl2e-2riNme _ о" е ) es dispu 


Doo. 12 
о" Saa ) eiim, _ wo 人 Saq е2" № -2riz No 
4 4 





м 


1014477/A git + 


7 
5м 21%(2т:)р%% 








ІЛ 


1014q-7/4Z11 + 1084-7/4(2т:)р3 212, 


由 是 ， 对 于 积分 И (М) 中 与 包含 分 数 G 的 基本 区 间 相 应 的 部 分 Ha (NI) 
我 们 有 


1 


5, -2r s | 
H. (N) = вам) ( 51)". М р, Во (№) = x ее gz, 


> 
IF| < 2 [" aot zn + 10597 7/4 (25 :)p91 212) а: 
p^! 
< 2f (10149-7/4p11 + 108977/5(25 =) 154) 42 
0 
со 
1 = - = “ 1 
+ [on x 1019477427008 十 26 x 108(27r)g-7/4z-2p34)dz 
< 2 x 10!40-1/4р7 + 109q-7/4p74 + 1016g-7/4p? + 9 x 10109-1/4y7 
S 1010-7404. (这 里 用 到 p > 109) 
我 们 容易 得 到 


Sag Y 1-2 i 
Рая Ж ф wget f ет. 
4 一 oo 1 


< қауыз / VB)? 2-34: = (12)12(8)4g-1p6 < 104-145, 
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因而 








На (М) = niv) (52) e Ф| sung 7/4. pi + 101797158. 


将 此 不 等 式 就 所 有 与 给 定之 4 相应 之 a, 然后 再 就 所 有 之 9 = 1,2,...,р?/% 
求 和 ， 则 得 


[nato -RN) у; > (=== - 1)" 


4<р?/5 (а,9)=1 


< 4 х101р7% + 1017063. 


又 有 





Уз S (5 E “| < ag? у r? «aos, 


q>p2/3 (a.q)=1 Ф>р?/3 
故 有 
|М(М1) — R(No)E(N1 )| < 1014p-2/3R(No) + 1017593 + 4 x 101175. 
现在 我 们 要 对 R(JVo) 进行 估 值 ， 令 No- p < N! < No, WA 
1-77! 
и (№) = [remm ae [^ pl2e-2riaN'da. 
当 -7-1<a<r-1 时 ， 有 


P 
p= Y en = ее |0151 


1<т<р 
故 有 
|р} — 012] < 60(|Z| + 5)!!. 
ірі2е -2xriaN' _ уе -2riaNo] < ірі2е -2-iaN' _ ф12е—2то№') 
+|12e 27а" Ра ет No] 
< 606121 + 5)!! + |2[!2(2та)р®%. 
由 上 式 我 们 有 


T7) » тті 2 
1 рем da — wlle-2riaNo gp 
-т-і 


m 
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m S 
< f {60(P + 5)!! + 2тар? а + 2f «(60 v/2a!/* + ву! 
0 g 
422p (Za!) ода 
< 999p74 (这 里 用 到 p > 10%). 


X 
т) оо 
|J ve-memgat | етом | 
M P 
«2 (Мейо єр (这 里 用 到 p > 1090). 
故 有 


тті 
pi ретт” da RN < 103р7%. 
-т- 


LI 
им) = RUN) + Í, peN dat Qp, 10411. 
31 
ваф M = [52 | жж 


M M 
| > sx W(No м" = N”) ~ RO) M? 


кезі мад 
pac Ms СМ n ym 3 
<J. рың > у] eise ke + 1097102. (18) 
мам 
现在 我 们 要 对 和 式 
M M 
У) У) W(N - N” — N”) 
Ке ГА 


进行 估 值 ， 由 [5] 中 第 253 页 的 引 理 3 我 们 有 


M M 
> W(No — N" м") 
Мі NI) 
M 
= У) {Kuz(No — № - 1) - Ki(No - N" — M -1)) 
Жаға % 
= У) {Tal(No — N” — 1 — (No — N" — M — 1] +2405 №} 
М”=1 


15 
= 3N8M?T12 + 104055 8 МТ, |95] <1, 106 <1. 


(19) 
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又 由 [5] 中 第 254 页 的 引 理 6 我 们 有 





1 





РЕР Е 12 2тіо(М" +N!) р? 1777 da 
Ja pal po е E (% у i (а)? 
<р? ; = < 8p^ 
т-1 в? 
<р М?. (20) 


) 

T(4) 2 0.051, 由 (18) 到 

(20) 式 我 们 有 015780 > R(No) > 3м (1 - тб) > 045№. % 
vw(p, N) = Da ,N) 由 引 理 2 及 [5] 中 第 269 到 270 页 的 引 理 1 到 引 


理 4 RE 


5 
又 由 Г(1.25) > 0.9063,0.052 > Ti? = e» 


45, М) - Ц < У ие №) 
(уу, (үн); 


5 
<2 + 31465, №) 
S=2 


< 2(0.78)6 + 2(0.424)6 + ЧЕ. 


625 
« 0.5 
故 有 
CONTES (21) 
X 
(13, №) - 1) < 3 A(135, № ym y У30 ү? 
413, М) 1521 ( 956 m ) +6( s) + 0.001 


< 6(0.42)6 + 6(0.18)6 + 0.001 < 6{(0.18)3 + (0.033)3} + 0.001 < 0.04 
故 有 
(13, №) > 0.96 (22) 
又 oo 
(07, N) 2 1] € У) 14075, М) 
5=1 
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ng 9.4 8A" 
<(%) «(му (2%) 十 0.001 
< 4(0.42)9 + 4(0.31)5 + 8(0.23)6 + 0.001 
< 4(0.18)3 + 0.01 








< 0.04 

故 有 
v(17, №) > 0.96 (23) 
XM p > 29 时 我 们 有 
[ф(р,М\)-1| € Хам м) < |A(p, М)| + Eao NI 
$=2 
эур" жа. ал 
SU C57 p 


所 以 有 
1(29, Ni)Ijo (37, Мі19(41, М)|9(53, Ni (61, М, )|ф(73, №) 
> (2- 5x) 2 аа (1- а (1- шы) 
t-Te- a) 
>1- 2 + D[ атр аз) 


295 + 375 + 415 T 535 + 615 735 
2 
> 1-32Í тои + Bs tg] = 0:0001 








(27)4(29) ` (36)5 ` (45) 
Е 1 9 (27)(25) 
71-39-52 10 0001 
> 1 — 0.0345 — 0.0176 — 0.01 ~ 0.0001 > 0.93. (24) 


又 当 p > 31 Ж#Н р + 37, 41,53, 61,73 时 我 们 有 
oo BCL-L4)125)p3 


Wo №) - 1| € 371405, м) < > E 
эй ж 


8-і 
= ZEE. 
LET ШЕТЕН 


故此 时 有 
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woni 21 - (gr). 


100 100 
N) > 1---:і|>1- а 
IL wo voz II ( a) 2 2 ер 
2937.41 53,6173 P * 
оо 10044 29 
а з 992 730” 


X35 p = 3,7,11,19,23 时 使 用 [5] 中 第 269 到 270 页 的 引 理 1 到 引 理 4 我 
们 有 


oo 12 12 oo 
мем) - 11 < Уа, м) < PDT eet (1) Yr 
了 Р 555 


8-і 
< Ж + 3 
故此 时 有 "m 
Ip, №)| >1- » - » 
4 (3, Ni) (7, М ат, М) 49, Ni)llw(23, N1)] 
21 (вн) 2 e» 


又 当 Ni 同时 满足 Ni # i(mod16) 其 中 i = 13,14,15, 16 时 则 显 见 同 余 式 
关于 模 16 

N, =1+44 +... +11, (mod16). 
ЖЕ (22,...,212) 解答 的 组 数 不 少 于 87. 故 由 [5] 中 第 273 页 的 引 理 8 
知道 ， 当 S > 4 时 ， 则 同 余 式 zt + riori, = М (10425) 不 同 的 
(z1,..., 712) 解答 的 组 数 不 少 于 21105-1) 个 , 故 由 [5] 中 第 273 页 的 引 理 10 
知道 ， 当 S > 4 时， 则 有 JOA, N) > 27\!5211(5-1) = 2-11 故 得 


i=0 
Iw(2, 1) > 271. (26) 
由 (21) 到 (26) 式 及 [5] 中 的 第 273 页 到 274 页 中 的 引 理 10, 引 理 11 我 们 


有 
(М) > 2-13. 


故 本 引 理 得 证 . 
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31 9. 设 N > 10290, р = (NT ру = [£r] P = (рор 
[2^] mA 品系 由 2+2 +... ті 所 构成 ， 其 中 zi(1 < i < 6) В 
[1.5pi] — 1 到 2p — 1 中 的 整数 ， 而 zy 经 过 0 到 1.8p 中 的 整数 ， 则 集合 
о-в У 且 都 是 不 同 的 ， 设 С 表示 U 中 的 元 素 的 个 数 ， 则 
T z (А). 

证 . 由 于 N > 10290, RER хї+тї+ 29 < N. жаны. -+24 
都 是 不 同 的 ， 因 为 如 果 有 аі аі т = a ali гу Ж 
妨 假定 zl > z, 则 由 于 N > 10290, 有 rf -rt > zi- (r – 1) > 
([1.5р1 = 1)* – ([L5p: — 2])* > 1228. XH [13 + z$ + + z$ — zy! — 
a = = ht] < p) 一 (1.5p2 — 2)! < 12р}. ЖЖ zl = 2). 同样 可 
WEB] z; = zi = 2,3,...,7). ише б ` + z 的 个 数 大 于 或 等 于 
(9) (9) (8) am = (3) (Жы aa. 

引 理 10. 凡是 大 于 1077 的 整数 N жекс 26 个 正 整 数 的 四 
次 方 的 和 ， 

E балы 分 别 独立 地 经 过 集合 U 中 的 整数 ， 考 虑 积分 


1 u 
ИМ) = І CALD 3 елен -Меда, 
0 pen 





则 有 
I(N) = УУ {ИМ - u =- ш) + Wi(N а ш). 


и и 


HF N > 1037 及 引 理 8 我 们 有 


2x ces v) > КМ -и-и) 


u иш 


-1/6 
du -u-u)- ич(%) ) -5x10 NRU? 


NM 1 
> (=) (5) V > (=). en 
又 由 引 理 5, 引 理 7, 引 理 9, N > 10297 及 a(3)' < 0.534 我 们 有 
Уи (М -и-и) 


и ш 


< (pl2-4/5 十 pl2-36/32(212)(logp + 3) эл} f y ye wada 


u ш 
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EE (245 
12-4/5 , 212,12-36/32 33/477. eer (ZE) 
< 十 2 (logp + 39/0 p 1173 | 
> (ум. (28) 


由 (27) ЖІ (28) I(N) > 0. 故 本 引 理 得 证 . 
由 引 理 1 和 引 理 10 即 得 9(4) < 27. 
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关于 区 间 中 的 殉 素 数 的 分 布 问题 | 


m = 


本 文 的 目的 在 于 证 明 对 于 大 正 数 工 AAR r-r? <n se 
中 至 少 存在 有 二 个 整数 ， 这 二 个 整数 的 素 因子 的 个 数 都 不 超过 二 


ж. 
— Š 


$ 表示 一 个 大 的 正 数 , 寻求 下 界 a 使 得 在 区 间 r — r° < n < z 中 至 
少 存在 有 二 个 整数 , 这 二 个 整数 的 素 因子 的 个 数 都 不 超过 二 个 , 曾经 从 事 这 
方面 工作 的 有 王 元 12, W.B. Jurkat 和 Н.Е. Richert?! , Н.Е. Richert! 
他 们 所 得 到 的 结果 是 





10 14 6 


72177257117 
本 文 的 目的 在 于 使 用 第 法 和 三 角 和 方法 证 明了 a < 1. 


完全 类 似 的 方法 可 用 于 改善 Richertl4 所 得 到 关于 区 间 中 殉 素 数 Р, 分 
布 问题 ， 其 中 j > 3. 


= L + m 


Ят 是 一 个 大 正 数 ， 而 e 为 一 个 充分 小 的 正 数 ， 


1 1 
10 5% <= +e = < ç. 


10 
当 
15 VE 
I УЕ gay 
s mio. 时 
令 = 
р Че е, 


10 





* 1975 年 1 月 8 日 收 到 . 
T 原 载 中国 科 学 ， 19(1976), по. 1, pp. Т - 20 
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而 当 
5 
12 <ор <= - у= 时 
令 
5= 1 VE 
A dr €. 
x4 
у= zi 
?(k) 
Q= р. S(z2)= Ca AT 
‚П, 1<k<x3 p(k) 4 
34 1 <d < z 时, Ф 
жа) ИК) eel 
入 БАВА 
= | E Se) 


而 当 d > z BF. Ф л = 0. B (4) # 0. WA 





20 к 
S(x?) = Уз > zm) Dx X u (k) 


ца ағын ek ңа 1<k<zB/t p(k) 
(kd 2 (k.d)=1 
5 x 0) 
>= BY 
ғ (е E» p(k) 
и) =1 
МЖ Aal < 1. 由 于 当 (а) дов # a= ]Ф-1+0 = Y e(0, т 
Pld ца 
Аа, А 
> Зада а” di ü = m st) 
1<4,<:9 1<4;<т8 1541518 154528 4162 (атф) 





(di, d2) 


м)" 


[ 
М 
AM 
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由 于 
so- D zm n E ЗЕ > 22% Soet 
Еи i eu Sm шие E 
de 
m 





Eo Е АЫ и) 
5 Аа, Аа» did; = (<>) Xx 


1«dica? 154, «28 
(di, d2) 


我 们 用 [o] 来 表示 的 整数 部 分 ， 而 (a) 表示 а 的 分 数 部 分 ， 由 (1) RR 
们 有 


> Is. УТ > (ым) 


291<р<:92 :-у<а<: 2%1<р<:%42 :-у<а<: \dl(a 
ак0(то4р),(а,Ф)-і p a=0(mod p) Ka,Q) 
SE Laada Y Zoa 
dilQ 419 191 <р<1°2 :-у<а5: 


d 
azo(mod 2 
41437) 


—» SM № (E i. | та |) 


419 410 т°1<р<хт°2 
(di, d2) (dı, d2) 


r т-у 
= Аа, Ad (== _ x) +В 
эрэ UP pdid; ра 42 


4194 
54549 (4,4) (dd) 


y 1 
= У = > Ул, did; *R 
z°1<p<z°%2 " di|Q %|0 (di, d2) 
1,42 


sans EL) Б 


zel<p<ze2 Р 
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其 中 
в=- У мм > (z) |). 


diiQ dsl е1 <р<ге? 
uem š (d). dy) (di. do) 














Ф 


IDSE $3 Xu ЖЗ E > + 


d: |Q 419 di £x? dilQ dz<zadzl@ 
‘аа AM 
dg dogs 


如 果 不 存在 正 整 数 d 和 а. 同时 满足 1 < di < 27.40.1 € di < 


" _ dido FN Ë = 
2”, dQ, d= Thid 则 定义 f(d) = g(d) = 0. 又 有 


a-- Y so У (a) 


1<4<128 1%1<р<ге2 





引 理 1. $ А 表示 满足 0 < A < 0.1 的 任 一 数 ， 设 F 经 过 T 个 实数 
值 ， 又 对 于 正 整 数 m > 


Wn = ет", 和 B= ни. 


т-1 


其 中 Cm F 所 取 的 数值 无 关 ， 且 有 Cm < Za 而 


Z. 34 т < A-! 时， 
Zm 
AW щ m > A-! Bf. 
n 


如 果 对 B 估计 具有 В < R, WA 
工 
УХЕ) = 5 +OTA +R) 


МЕ. 见 资料 [5] 中 第 377 页 的 引 理 4. 
引 理 2. $ A 表示 满足 0 < A < 0.1 任 一 数 ， 则 存在 一 个 函数 p(x) 
和 %(z) 满足 : 


|z — (х) < 2^, 340 < z < 1- АЕ, 


|5 - $(2)|<2, 1 当 1-A<z<li 时 ， 
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Жа)-1і, Ч1-А<т<ІН; vwv(r)-0, SA <r<1-2A Bf; 
0<ulz)j<l， 当 0<z<xA 或 1-2A<z<1- 和 人 时 . 
又 有 





1 > 
= (Ат cos2zmzr + Bm sin 2zmz). 
“ m= 
оо 
vir) =2А+ > ( А’, соѕ2лтт + В! sin 27та), 


m=1 


其 中 Am, Bm, А, 和 Bm ЯЯ т 和 А 有 关 ， 而 当 m < £ B$, 有 











1 1 1 1 
Am <—, В,<-. А,<-. В„< 
т т т т 
1 
2 >--%, 
而 当 т ^ у, Ж 
1 1 1 
Ат « у-у. Bm « ‚ AL 5. В, 5. 
Aim? ШЫРАҒЫ in Ат? dn < Аз 


证 . 将 资料 [5] 中 第 134 页 的 2A 改 为 A, 即 得 本 引 理 ， 又 资料 [5] 中 
第 134 页 的 结果 ， 可 由 


1 1 1 1 
І ф(х)ах = "m А =? f ф(х) cos 2пттхах, В» =? | (т) зп 2ттхах, 
Jo 





m 


1 
ГЕ 2^. А! „=? f «t т)сов2тттағ, В! = / оо) злая, 
0 

















而 得 到 . 
引 理 3. 我 们 有 
ІН < 202320 A + у Zu. 55 ( нает 
m-l а%1<р<ге: ` рсастай 
> f( (dje "г Ра "|+ g(d)e ^ > 
1<4<т28 11545228 
+ У sem ) 

1<d<z28 

其 中 


= AmA TN, 
Zm = 1 м -і 
ANS 当 m > А. 
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Z(d, а) 2) 





证 . 我 们 使 用 记号 A(Z,z,ai оз, 0.0 来 表示 满足 [| 0) > 1 - 
Ай (di t) нет. 其 中 是 素数 请 足 zx S p < т. тана 


是 正 整 数 ， 并 满足 





154 «z^, 410, 1540528, dQ. 




















5 
т т-у 
- мм У (4 pdid; -« ра а? 小 
410449 х°1<р<т°з 
(4\,а›) (di, 42) 
由 引 理 2, 我 们 有 
оо 2ттл 2тт(хт — y) 
R--MQón1 у Ааль У [essa ° ру” 
сә ее 21 504292 ама pdid2 
(41,0) (di, dz) 
2ттт — . ?Эпт(2- 
+Bm Y У лл Y (ss dir E ian) (3) 
462% гез 56192 pao рі 
(di, 42) (41, 42) 


H Aal < 1, Aal < 1 #813 2, 我 们 有 


IR-R'| У УА У (1) -“( за) 


49 4:9 291<р<а%2 





(di, dx) (d1, d2) 
< 29112? A +2(A(z, £, о, аз, Q. B) 


+ A(z- ут, а1. 02, О, 8)). (4) 


НН 513 2, 亦 有 


т 
A(r,z,01,05,Q, 8) < m ИЕЗИ 2598 « pdid» 
TOES ыны; m (41,42) 
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< 102+28 A + ie УУ E сө ED 


т=1 419 419 191<р<те2 
21528 45:8 (di, d2) 





2zmr 


+„у у) E cas e } 
dQ 420 zol<p<ro2 
di <zB 4)<:8 (41.42) 
由 (3) - (5) 式 有 
ë 
IR ssa ЕЕ» 
т=1 


т91<р<гез 
2« " 
* > Jay | E ) 


1<а<х?ё 

2 

+В. > ( > /(4) зїп d 
Te1<P<ze2 、1<d<zr2B p 
. 27т(2 — у) 

+| У Ja | 089) 

ра 
1<d<z28 


© 
ю У; (аы >; ( > «(ау сов == 
т=1 


х°1<р<х°2  1<4<г28 


y X gld) cos Imp 


1<4<х?й 


нв У ( 


zo Epiro? 











> а 22 


1<d<z28 























Y gld)sin xz 


1<4<х?3 


+ E a(d)sin тели}. 


1<4<:28 








故 引 理 3 得 证 . 
我 们 使 用 下 面 的 记号 


P(z) = П». 5(т, у. 01, а2,=) = > 22 


pe: rei <p<r%2 r-y<a<z, (a, P(z))=1 


a=0 (mod p) 


引 理 4. % 1 — 22 > aJ > Š - X nf, 则 有 


Б: 


rel<p<zre2 P 


S(r, y oant?) € 一 -SPsr 
(5g 01,02, 27) < (0.5 — al — 2Ve)(log х) 





(5) 
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证 TRIES nel 时 ， 我 们 有 
x fioe 
291 роте? 2tra<dS2IHlza 


< {т Уг 


т®1<п<т°? 





y» ае 


2:8 ede otii уа 





ару 
< r [oer 


+ X ды у] cU ү 


Ar «di «da «208153 1%: поз 


Ф Мп) = TERA, тн өн [е] 中 的 引 理 1, 我 们 有 


еліме) ш Е E ay " ( ЕА ia 
Зот didz mz(d> - di) 





el SmSro2 


< miri Eitem q Tat PH+ Eod, ісі. 
由 于 2 < 29, 故我 们 有 
У ges 


24za<d<21+1rp 








al <P< ra2 


; ва, L Loap% зе 
< z%+8+2 + {т арены} 














及 
28 1 
i тие 
А ( У zl > mae 
т°1<р<г°з \m=1 Ph girà саанан 
оо 228 
| лее") 
mars I Arbed ps 
< zal+6+2.1e L Lp Per р А 40058426 
由 于 5 VE 
9 £ 
= —2/Е >o, > — = №, 
>91 25-5 
得 到 Ж” д 
Зар 5 Зар Зу 
= Яй дө ш-да... 
4 4 4 8 2 4 50 
3 1 5 
mm. B 1.11 ба NI 
4 2 4 2 4 2 7 
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H A =, RITE 




















Ба D | E mesepeeeee 
т=1 х°1<р<т°2 '1<4<128 
其 中 
1 
l. 4 m < =a? B$, 
m ^ 
Zm = 1 1 © 
> = 时 . 
А2т3 чт ^ 
同样 地 估计 ， 有 
оо 2mimz 
522% (| X ae | xb ne 
т=1 т°1<р<х°2 \'үсд<д?й 1<4<128 
+ У ое жа Kausa 
1545278 


BF Asa ор+ё= ;- VE AS +, (жазан 1-2 > 
20-а, 我 人 有 


oj 


dii cro 


т°1<р<г°г P 


故 引 理 4 得 证 . 
引 理 5. 当 gom < 5-е, 则 有 


Sir ye 0229) € (em sz) ( > =). 


(2.5 — 4a; - 402) log z 29155492 Р 


За +48 — 2.5 — 404 — 21e 
3m 10-1 doc. ige g p 252401 е 


x As 
Е vo 7 12 10 


得 到 


DU 


= 1.20, — 6.3e +48 
2 30-40 


< 
ШЕ 了 Di $ 





= 8. 
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当 1<1< r- 时 ， 我 们 有 
> > o fe 

















z°1 <p<r°2 ' [525 <4<(1+1)т28 
ед Элте 2 
<Í Кафе =) 
х°1<п<хт°2 1126 <4<(1+1)22% 
< та?+8+е 
ez 21174241 ) i 
+27 > қаула) у] crm d. 
1528<4,<4:<(1%1):276 I° KnL’? 


& Мп) = 705). 则 由 资料 上 中 的 引 理 1, 我们 有 


Y er a (mih, ( а dy i y 
аут? тт(4› — di) 


2*1 <п<292 





ГТС" 
«а-ар о АВН d — di). 











故 有 
X (Í 
z%1<p<z°2 1126 « dc (L1)226 
ИМА q pt E+ Hemali оо АЖ Оер (7) 
* 1 
— Ám i, 
A=, Zm= тв 
т” Mb m > х5 时 . 
3al 十 40 一 1 За 1 78 
те 52%0-2-1-%ш%270-4-14 
а Шы 
pon каче тж лы см LA 
18 4 1 5 
(5 Jess MORD E jg CO HR 191 139-5 <а1+28- 6. 
H (7) RRITA 
e 2x: 
У Хам X de 
zol <p<rc2 т=1 E 





1 221.43 1,59 А 
< т°1+?8- &+2.5є + г} +8+ +5 +2.56 кта Ы +38-$+25е 


а1+28—6+2.5е 
«т š (8) 
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又 有 
А 
тиры ж im 2 
> E лае «x У E кезі y 
zel <p<z°2 1<d<z26 291 294192 | pcder? 
а, та(42-41) 
& [genes SS quw) y а y | 
1<di<dz<z26 т°1<п<хт°?2 


Фп) = P257. түн бең, [6] 中 的 引 理 1, 我 们 有 


ЕТУ « [sit an +{ 4142382 , 
а ато! mz(dz — di) 





zol SmSzo2 


За 
«аі тад) va ERE (a, — д). 





> flde E 


1<d<zr26 





т91<р<те? 


еЗ фое L 
< ratte 4 Lied uS 


故我 们 有 
Y XL 


Tel Sp<za2 т=1 





m 
X f(d)e >: 

1<d<z26 

< 191*28- 6+5 prit 34256 "m 1+291+38-5+2. 5е 








< т01%20-642.56/ (9) 
由 (8) 和 (9) 式 ,我们 有 
> Mf 


ze1<p<zre2 т=1 


> Қау < r +28-6+2.5e 


1<4<х28 








同样 地 估计 ， 我 们 有 
> zal 
к°1<р<г=®2 m=1 
> «ше E) PE 


1<d<z28 


32 


1<4<:20 








У sae 


1<4<28 
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4 108 1 1 š 
Нан +29 бт 5-3. деа, < E (3) АЗ 
£ “ 
15 5 Е 
9 < — - = B$, 
3, ШО сє < m S 5 z 时 ， 有 


Soo бес (5) 


a01 <p< res P 
故 引 理 5 得 证 . 
在 资料 4] 中 第 15 М, RR S = (а: що рса 时， 有 Zz-y< 
а < та = 0(modp)). 在 资料 [4] 中 的 第 1 H, W K = 1, Si(s,z) = 
5(т, y, 01,03. 2). 在 资料 [4] 中 第 4 页 ， 取 
х= Y 5 r(d)=1,.n(X,d) = 


To1<P<ze2 





£ ieh 


191<р<г92 .-усастас 2 al 


az0(mod а) 
$ À = xŠ, ffi 

а 1 1 

ке x — <a < = – 5e Bf, 
en 2 Mo бе 时. 

1 а 13s 1 5 

1m. ща < 2.4 10/E B 

84 r^ Bg 5 Sm < gt lOvE M, 

1 а 1 1 

2-902396 MO <ol< 1 se B. 
diei TEDE 

Ve ща а < Š + loye Bf 

3 

1 1 

т. т<-— = xŠ 时 ， 

= > — Bf. 

= Mom AB 


由 引 理 1, 我 们 有 
> œa- у | у (E 3 











95128 d| P(z^1) 4<:20 | To1SPSzo2 pd 
ФІР(:91) 
s XE. CZ) - G9] 
dsz28 т°1<р<хт°: pa pd 


оо 
< Ta2+20-5 十 > 2% 


m-l 
5 eg. > ==). (10) 


( 291 <р<292 тзі<р<лез2 





228-86 d« 528 


MM 





[1976] 关于 区 间 中 的 殉 素 数 的 分 布 问题 





当 1<u<3 时 , A F(u) = — Wii 3 < u < 58, Я 


v 


Е(и) = те + L pec D Dai). 


S(z, y. 01, өз.) 





ІЛ 
一 、 
к 
b 
l^ 
S 
ГА 
н 
b 
3 
vit 

(^ 

= 
<> 
тт 
5 
Ы 
8j < 


log 226 
а C a). 
gc 


而 当 


СТГ 


S(z, y, 01,02, 2?) < ағу 
ri <p<ra2 Bp log x 





„01/2 * 
Ш. 今 D 表示 一 个 满足 一 < 2? com" 的 正 整 数 则 当 0<n<D 
时 ， 我 们 有 


2a 


Pus 








128-91 /2 т c dc 18703221 


« us Pon 


т©°1<р<гт®? 


1 


y 





лит 
Y 6 


т°1<р<т°? 





2287 (01/2)2n cq 4287 (01/2)9n 1 
< 19-333 sina 


1 
2rimz(pz2-Pl) ү? 
s J > е 21224 
291 <р <р <292 r28-al/22n<dc<z268-a1/22n+1 


4 h(d) = m D. 则 由 资料 [6] 中 的 引 理 1, 有 


елтік(а) 
z28- (al12)2n<d<zr28~(ol1/2)2n+1 


1 =- 1 
< Ри malp: — pi) y Е Demy 
pipor? 15193" mz(p2 — pı) 


< (тх) 1-84-42} 417843940 





(pz = рі). 
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故 有 





> 


28-0.5e12n<d<zr28-0.5e12n+1 





en 

zel<P<re2 

1 зүёүзөр 
itta 


zu šal +2¢ 
+€ 十 工 -1 1+2.58+ 32126. 


4 
H (11) 和 (12) 式 ， 有 
È 2, 


mal 128-059: <d<r28 


e P 
ze1<PSzo2 








人 28+0.5a1+2.1e 十 Lir жле 十 р-р +216 


< 128+0.5е1+2.1=. 





同 法 ， 有 
> 2жіт(:- 
У Zm D < ;28+05о1+2.1є 
т=1 26-0.5at<dczr28 'т°1<р<т°? 


由 于 当 n < 229, n|P(z°1) 时 ， 有 2909 = (п) < z00le, 故 由 (10) Ж, Ж 


> 3 АХ, d) < 128+0.501 +2.5=, 
d<z28 d|P(z*1) 


由 资料 [4] 中 的 定理 A, КЕЕ m sm < 1 时 ， 有 


146 28 
SG ones) < ( > г. кен (тегш ) (тете): 








zol<P<zro2 
1 1 
而 当 Sm S S 5= Bf, 有 
- -v 28 
8(х,у, aaan T?) < ( > +9 ( е уе ) 
zel<p<zre2 P logz / log zl/7 
(14 &)y 


м 


же 555591 Üplogzo 
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故 引 理 6 ВНЕ. Қ 
引 理 7. 当 5 За < ig t 10 Bf, 则 有 





1 1 y 1 
dpa eid t 
NL. Зу logr/ у <р<192 Р 


1 
3.2 8 


x 1 1 3 26e 
ut. 由 于 al > ç - 56, Ж 26 = or +1 1 - M. а. 令 


6 
L = [192-28 — 191728) 又 令 D 表示 满足 > < 2D < xi 的 一 正 整数 ， 当 
0<3S<D.0<LI<Z 时， 有 





лата 


УЭ е» 


191-4128<р<191 41511128 











285228. 6 Q4 28 1 20-8 


< [tees X | 52 елі 


25118-624<05%1120-6! 912126 cp +(1+1)528 





< 08-223 (зен 


£ Y Y Sume ү. 


т©1+[т?8<ру<р›<т©®1+(1+1)г?& 251284-%24<25%1,20-5 


4 h(d) = ине: РО, 则 由 资料 6] 中 的 引 理 1 我 们 有 


є?тї\(д) 
25128-6 <1<28+1129-8 


< 25128-6 тә(р-р) \? ‚ [р1р2235 0-9 } 
35 59—38 = 
рір227т mz(p2 - pi) 





< 2-2тіг2-9%2-о(р; Е p) + 2%Ё38-156+ол-}+е(у, Е n). 


лите 
5 е рї 


201 +1228 cp z91 +(1+1)=28 





т=1 25228-644<25+1 128-68 


< 235209036 十 9&11+6+2.58— Зе 4288 256) - ine (13) 
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1 гу а 4 
£ t 1.756 — > - 1.58 








_ 1м 
= "E 
Ва 1 6 
Z+— - тр+р+?є 
273 atat 
zl _ 51 _ УЕ Lu nm Ql 13/5 
6.4 16 2 2 4 16 8 14 
10 12 G 
= m OVE со 


64 647167714 
由 (13) 式 ， 我 们 有 

чо | 2тат= 
Yn > | i ET 
т=1 128-6 <4<х28 lza 十 Lr26<P<zol r(I+1)z26 


29+6+$ +9 +2750 + 3 + 12.5049. -1+3642е 





жі 


< г?8+%+%. 








故 得 ee 2min 
> Z > e pd < 291+28-6+2 
т=1 х28-%<д<т28 'т°1<р<т°? 
同 法 ， 可 得 
oo 2тіт(с-у) 
2м b» > е = раманы 
т-і 128-6 <4<128 ! z91&p& zo2 


H F 34 n < 229, n|P(z!/7) 时 有 270) < q(n) < 209%. 故 由 (10) st, 我们 
有 





> 3" x, а) « 101+28-6+2.5= (14) 
d<z28 d|P(z1/?) 
又 有 
13 
оү+28—6 =оу—°©% + lV , с 
4 714716 7 
1%. (15) 
2 7 
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当 -5е < ar < Š +10 时 ， 则 用 (14), (15) 式 和 资料 Ш 中 的 定理 A 
有 


1 (1+ 2)уу е” log 228 
S(r,y, ат, 2,27) < У = (ст) (ree 


т°1<р<хт°? 
(1+ є)у 
DBplog ` 





< 
т91<р<тес 


故 引 理 7 得 证 . 


^ P.(1.2) 为 适合 下 列 条 件 的 整数 "的 个 数 ， 
®-тї®<п<т, пер 或 п=ррз, 


其 中 pip? 和 ps 都 是 素数 . 


定理 ,我们 有 
18р) > ші 
log.r 
证 . 令 
S(x,y.p,2) = > 1, 





则 由 资料 [4] 中 的 定理 В, 我 们 有 





< 
S(z,y 1,2) > х Ши 
4y du ["-! log( t- МШ _ 1077 
= (az) (ee [2 / "A J: (16) 


由 引 理 6, 有 





ra 
(1--1077)e7" y н) 


S(ny»ptz У ( Рр 


z1/10<p<z1/7 ELT 
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т ыы) 


zl/lo<p<zl/7 062 


< 4(1-- 1077) Dol (22; ) ) 
- y 21/10 Vtlogt/ Vlog z — logt 


losz 3 _ 
(u 2 log(S Jas) 
2 











S 
(e * dnx 1⁄7 da 1/2e--3/2 log(S — 1) 
š f М [7 ets Das). 
log r 1m o(1- а) 2 S 
1 1 da 2adu du 
令 一 一 -= 一 — -= = 1 
“2а 027" WA - du, а(1-а) l-a Же 
У) S(z,v.p.p) 
к\/10<р<1/7 
10-7 4.5 и-1 a 
< (ли №) | («f (5-1) Das). (17) 
log z зи 2 5 


H (16) 和 (17) 式 ， 我 们 有 


1 4у 4 45 du ["-llog(S — 1) -6 
1,21) > p 5 | 
Slzy, 1,2?) > (5) (1 1.5 / и J 5 69/10 ) 














由 于 
4.5 3 34— 
f “/ ес log(t— 1) < < (13) a 
2 
9 3 
= 一 一 z- | <0. 
(iss) (1 22) < 00225 
和 Е p i 
Е а u-l Е 4.5 4 
/ “/ PBD as < (og2.5) Í ge 
5 4 и 
4.5 uL 1\ (1 9 
<й 25) | = (log 2.5 (96-4 3) 
(log ) J (log 2.5) 3) (5 ogg 
< 0.01, 
故 有 
2 
St y 1,2) > (14) 0-9808 0.0325) > yon (18) 
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由 引 理 4 - 7, 我 们 有 


Sw p cha = WO 














Lr 





< (1+ о-®уу{ f 


15/18 





т1/Т<р<х9/20 9logr 
20logp 21/4 - 
sais (1- (ыма) 
iio 9logr pA 
201 21/32 
+ У (1 - FZR) (рш x) 
1/6<P<xz5/18 9logz 
20logp 
+ nl: (1- Sas бы j 
23/18 <р<25/12 о 
20logp 
+. E. та) (нат) ) 
25/12 cp 19/20 glogr 


4dt (.- 201051 
т\/т t(logt) 


21/32 
(< ов 678 № 
=. dt (.- 20 Let) (iog A 
25/08 t(logt) 9logr 8 js 
29/0 4, G- АС zm ) 


9logr 


A / dt (i 201061 
зуе tlogt)\ — 9logz 











NE — m 


(т=ш= 
< (1+10- е, у 


20а 
5/12 1- 97 9/20 1 
а M Ld 
9/28 “(+ 一 t) 5/12 al} —а) 
4 5 





1/6 
аюсу) (а (2+ 1 yes 
log x ут ia l-a 


5 
эү 4 5/12 (1 
= ten. SS 工 
ef (i. 1 sz ) обуви e ( 十 


一 5/18 
16 4 


ы“) 


20е 
s» 2(1- 5) 
0 


/6 (十 - 


1 





5a 
4 


Je 


а 
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9/20 l6 d 
-2/ жан ал е 
si kes ku 9 Ля 1-а 
2 
40 [5/18 da 20 (5/ da 20 (9/7? da ) 
9 Лв l 5e 9/)уві 22 9 Ју l g 
16 4 4 5 2 
3 7 44, 36 
< 8 y 2 1 — — log z- 
< (14-1075) LN log 92 + 1.21og 3 + 2log ç 9 108 55 
6,2-2,5 М, у 
p.53 9953,79 Bs 
= (1 + 1073) (— ){2n 49 | 2log ^ 
Е орг 6% s3 
26 36 16 3 T 5 
== ое t ul а 
9 9835725 os 5 + (n2 5) єз} 
16 29 21 
< (1+10-%)[ —” X 2 
< (14-1075) Е 2.2385 + 0.5597 + + E log? 十 一 15 5850 
2 5 26 36 
0.2 - 一 1 
+( 5)ш3- % 1935 ) 
< (1+ 1078) (3) (2:082 + 0.0549 + 0.039 + 0.0342 - 0.0812} 
2.84y 
< 
S gr (19) 
由 (18) 和 (19) 式 ， 有 
18 1 i 9 20 log p 
—Р,(1,2) > S(z,z2,1,z?) — (9 (1 一 ) 
ENDE 
а P)-1 м 
pesi 
1 
179212 
> x т? _ (5) Sis aba eh с дың 
орт 7 тте ару 9log x 
> 3.7922} 3.65221 _ 014г} 
logz logz logr ` 


故 本 定理 得 证 . 
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关于 算术 级 数 中 的 最 小 素数 
和 工 函数 零点 的 二 个 定理 和 1 


摘 要 
3 (D.k) = 1 时 , A P(D,k) 是 在 算术 级 数 Dn + k 中 的 最 小 
素数 ， 本 文 证 明了 
P(D.k) < 了 168. 


关于 L 函数 的 零点 分 布 问题 ， 在 本 文中 也 得 到 某 些 结果 ， 这 
些 结果 目前 来 说 是 最 好 的 . 


一 hh e 


4 DD 是 一 个 大 正 整 数 ，(D,k) = 1, 又 令 P(D,k) 是 在 级 数 (Dn+k) 中 
的 最 小 素数 ，Linnik 和 资料 [1 - 4] 曾 从 事 于 求 上 极限 L, 使 得 P(D.k) < D^ 
成 立 ， 他 们 所 得 到 的 结果 是 : 


1<с, c 为 5448, ТТТ. 630, 550. 
在 本 文中 我 们 证 明了 工 < 168. > QU) 表示 所 有 模 D 的 L 函数 在 正方 形 


p= 22 <о<1 и tds 
орт -" | o! > Zilog D 


内 至 少 有 一 个 零点 的 上 函数 的 数目 ， 其 中 0.05 < < log D, || < D*. ж 
于 QUO) 的 估计 ， 最 好 的 结果 是 Jutilalsl 所 得 到 的 Q(A) < e224*， 在 资料 
[5] 中 ， 他 又 证 明了 假定 存在 有 一 个 模 D 实 特征 xi, 而 它 的 L0) 有 一 
个 除外 零点 о = 1-4, 又 设 在 正方 形 


入 | 
1-----<6<!1. tU: «D 
050512 SD 


内 有 一 个 模 D 的 工 函数 ， 它 有 另外 一 个 零点 ， 则 有 


61 > (322) 16-259 (log D)-!. 





* 1976 年 8 月 9 日 收 到 . 
+ 原 载 中 国 科学 ， 20(1977), no. 5, pp. 383 - 414 
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在 本 文中 改善 了 上 述 三 个 结果 ， 得 到 以 下 三 个 定理 : 

定理 1. 我 们 有 P(D,k) < D'S 

定理 2. 当 0.05 < Л < log D, |to| < реа, RITE ОО) < е, 

定理 3. 设 存在 一 个 模 D 的 实 特征 yi, 而 它 的 Ls x) 有 一 个 除外 零 
点 pl =1- бу. 又 设 在 正方 形 





入 
-—— <s <1. [sr 
Бер 5° <! <р 


内 有 一 个 模 D йу Г 函数 的 零点 ， 则 当 0.05 < A < log D it RITE 


бу > (200)-1e-8lA(log D)-! 


=. 几 个 引 理 


B |to| < D° Ж L(s.x)(x # xo) 在 正方 形 


^ n 
-—— «cox |t-t& 
ер 5455 И-М 5р 


R(to) 
内 有 一 个 零点 Px = Вх + іту. CEN = py € (Klog D)! in. 
引 理 1. 当 i >К+є> = PHg wA n. x) 2 (K —0.4263)(log D). 
证 . 由 资料 [5] 中 的 引 理 2, 有 





L^. 1 m | 
TS) -A(K, - ))| < 0. 
ІК X) ec (К, 2) | < 0.426310g D. (1) 
Fh p it L(s x) EM |s- К, < i 内 的 零点 , VEZ = K, p 则 我 们 有 
Re(Z^! - 47) = Re Zl - 4|Z|2) > 0, 


故 由 (1) ХА К, — px = (Klog D)-!, 引 理 1 得 证 . 
м2. 40 aco $ f. = у; ХОЕР у кас» 


p>De 
二 5 Ë Re K, 





= a)| > (К — a — 0.4264) ос D). 
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n ux E x(u)A(n) em 


тех 


< (а+=) 105 D, 


NONI м 


pa 








x(p) log p Hl 
OE 





р<ра 


故 由 引 理 1 便 可 得 到 引 理 2. 
引 理 3 设 0< a < 2,e < 6< 1, 则 当 Res >1+ „р, STR 





(1 + 2e)(log D)? 
6? ` 





а 
лој 
证 . 由 于 Res>1+ —Š 故 有 
ў fn log D^ 
(log р)? J. t ( log? t -) 
< саласы ых 
5222 беру 5 PIS 1 0279 111800 Ру 
6 ^  logt 
<a Үз + 55) / сутй 


р) 7 dt _ (1+2=)(юв D? 
1 62 у 


ó 550 рут 7 


а 
FD 











= @+29( 


引 理 3 得 证 . 

引 理 4. EKR o > 1 — "1l l| € D° 中 除去 可 能 有 一 个 模 D 的 实 
特征 xi 的 LCs xi) 有 一 个 实 零点 p, 而 对 于 其 余 任 一 个 模 D 的 二 函数 则 
在 该 区 域内 都 无 零点 . 

证 见 资料 [5] 中 的 引 理 4. 

Ж Lo) 有 一 个 实 零点 pi 满足 p > 1 - 一 一 p MI xi 称 作 对 模 D 
的 除外 特征 ， 而 pl 称 作对 模 D 的 除外 零点 . 

引 理 5. Eu ` ИИК 有 


УЛ, a) < (2+ 10) (е-2а65- 1 {6- 1 ela- PP (log + Jaten 





+log —À (og D у 


其 中 的 x 表示 模 D 一 类 的 特征 . 
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证 . 当 e<6< 工 时 有 


PA de tortat < JS 902 + 1+6)e 
$ е 


1 
$ 





—e(-1464 e) < 0. 





由 上 式 有 
ds _ [° _D°(logD)da _ Г da 
a sl+6(log D)! log £ Л Dee log 0%! А (а 一 1)e®s 





o d, 1 d °° 
== = < еее» [| са E аю о} 
а-1 ае а-1 а 1 


= eur “(орауда + e“ («796 log 一 一 1 = 
1 а- 
<e {е "f (log a)da — É (log a)d. de-a6 + е-і- Dé log 一 一 1 =} 


а-1 
=e log = — «)«( 5) 7d 
e fe “(1 1-6 log = Je 


% da 1 
* + e7 0795 0 } 
1 ae ба! 








< өзі несін ( log 1) (1 + e7!*5) + log 
a 


=} (2) 


м Ве 21+ ар RlcociB 则 由 (2) 式 及 资料 [5] 中 的 引 理 7 有 





10 lo 

2 g D1 B p? 

Ула) Se(D) У авт > NI 
2 


21>0* pi 72» Da 
=p (mod D) 


P2 
(log t)dr(t) °° (log s)dz(s, 0,1) 
< деве. Кы ыыы ДШ 
ЛЕР S eaa) 及 а) 
0 logt 
< il | 23ВЕҢ 
< eset f^ wd (ma)} 
{ xt 8 Ja 1065 
Da log $ сев) 
< (2+ 10 yu di e 
< (2 + 10e) 人 наар) 


(Г ds + (log D)ds 
a $1+8(ов D)- 1 a s 1+é(log Р)! uz) 
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1 1 
< (2+ меуезен уі 十 e=» (ов Ға + e 1+Š) + log ) 


a-l 
(log D)?, 
故 引 理 5 ВНЕ. 
引 理 6. it QA(A) = QA(Q(D)) 表示 在 矩形 
入 0.0365 
l- бер 5° 51 lt- tol S 55р Ву,л(ю) 


内 至 少 有 一 个 零点 的 Щз.) 的 数目 ， 其 中 x Z xu Ш 2 S À < 009 
时 ， 有 
QA(A) < 10.36682, 
我 们 用 QO) = QUD)) 表示 在 正方 形 Ro (0) 内 至 少 有 一 个 零点 的 Ls x) 
的 数目 ， 其 中 x Z xu 则 当 0.09 < À < 0.65 时 ， 有 
58， 当 0.09< 和 <0.1 时 ; 
75, 4 0.1 <A < 1/3 Bf; 
35 1/3 < A < 05 8, 
70, 40.5 < À < 0.65 HJ. 
ШЕ 设 L(s,x)(x Z xi) 在 矩形 Rialto) 内 有 一 个 零点 px = Ву + іту. 
在 引 理 2 中 取 K = 1/3А, WA 
[A(K 1.07)| > (1/3) - 1.5)(log D). 
由 引 理 4, RAA(to) 和 K, 的 定义 ， 我 们 知道 这 些 K. Wi (EM 
2л ЗА — 0.05 0.0365 Ж 
1+ 54 51 ЕО ^ lt- tl $ этет R5 a (to) 
内 ， 以 KX HERE. R3 alto) 中 的 二 个 对 角 线 的 交点 . 由 KAPI RY alto) 
2 j 
任 一 点 的 距离 不 超过 { (=s) + (0.0365)?】 ° (21og D) 1, 以 及 在 引 理 3 
quj ó = 24, ШЖ 


QO) ел, Дф с = 








n K3 jd 
ІСК, 1.07) – АСКА, 1.07) < 人 лел) |ds] 


1 
< 0. = = 1.5 р 
< (=; 1 5) dog D) 
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其 中 用 到 当 0.05 < À < 0.09 时 ， 有 
(1:25) (x 2) + asas" <039(зх - 15). 


1 2 
е > (oer (s Е 15) (log ру. 








因此 


вт дека >15 25 p 故 由 引 理 5 有 
УЛАСКА, 10D < (2+ 10:)e-*?9 (2)! { 02А): 
x 
十 e-186A(] + ЛЕС z) + log пов DP. 
由 上 二 式 ， 故 当 0.05 < < 0.09 时 ， 有 


QAU) < (0.61)- (sis) "vos 


жесе (log эд) + 9) + хо 03e 一 4.28 入 


< 10.36е18.2^, 
H L(s,x)(x # xi) EEDE Fa (to) 内 有 一 个 零点 p = В, + (rx. № 
K 使 得 
52K +e > шах (5. a +0.341), 


由 引 理 2 Ж |/,(Ку,а)| > (K — a — 0.4264)(1ов D). 由 引 理 4RA(to) ЖІК, 
的 定义 ， 可 知 这 些 Kx 皆 包 含 在 下 面 的 矩形 内 








Luy LS 
K K 20 " 
1+ D <0<1+ lgD^ It 45% Б R5 (to) 
= к _ 8(K -a — 0.43) 
$= E R3 (to) 
在 Ry (to) 内 作 边 长 为 7 ор 的 正方 形 网 将 


RS(to) же, 则 这 种 正方 形 的 个 数 不 超过 


ЖЕСЕ 
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其 中 [m] 代表 m 的 整数 部 分 . 由 00) 的 定义 ， 必 有 一 个 边 长 为 7 的 正方 


Ж Ry (t6), EEDE QNT! 个 L(s,x), 而 所 有 这 些 L(s,x) 有 RY (to) 
内 都 有 一 点 Ky. 以 K* 记 作 Ry (t0) 中 的 二 个 对 角 线 的 交点 ， 由 引 理 3 得 








(Ка) — AUC а) < </ ІС А (в.а) < зло, 
由 引 理 2 有 ; 5 

ТАТАРЫ Е ec OT ED. (3) 
又 由 引 理 5 有 


ХАК. ФР < (2+10e)(e-2a65-0) 





o emm ( iog z JO +te log — т} бов D, (4) 
其 中 5= А 由 (3) 和 (4) 式 有 


20) < (8+ soe etn + dele 2% (вт Уа кезін) 


Жа-- 
emt is] 
(inc +1)(K a - 0437. (5) 


0.09 < À < 0.1 8$, Ha = 1.07, K = 2,8 (5) жя 


QU) < (8 + sectam (3 = зл) Е 


1 : 
41 2367189 (log 55) жетіні) ELI 


(Dil 


< 1446195А-1.6 < 658A. 





[1977] 关于 算术 级 数 中 的 最 小 素数 和 L 函数 零点 的 二 个 定理 219 





34 0.1 < À < 0.25 В, Ea = L07, K = эу, h (5) RE 


QA) < sen; 一 i) p 十 ЕЗ х)а +EH) 


+Alog шу (2 Can), +)([ 4 |+!) 


0.5 — 1.5 1.5А 





< e75^. 
24 0.25 < À < 0.5 BF, E a = 1.07, К = av 由 (5) RE 


QU) < (5 - оза) ^50) 


o (e) e (2) 10e) 


m 3 0.25 < À < 1/3 B}, 
eà, щ а 


< 


Щ 0.5 <А < 0.57 6, Жа=1.07, К = — 25, 由 (5) RE 


É -4 
QU) < (8)(81)( (о n) (2) < ете, 
4 0.57 <А < 0.65 Bf, Жа=1.01, К = uo H (5) ЖЖ 
ФО) < (16)(104)(1.25) ІС 01- ey" < e", 
故 引 理 6 得 证 . 
当 0<a<101 时 , Ф (ва) = У MP 
Р <р< ро 了 
再 令 
2， 当 0.65 < < 0.95 时 ， 
(А) = $3, 3 0.95 < A< 11 时 ， 
4, MODUS HS TIERE 
M 0.65 < à < 1.25, К = ix Ж L(s.x) 在 正方 形 R\(to) 内 有 一 
个 零点 po 令 K, = pe + ыр 由 引 理 2 有 


KlogD 


PEE aj = 0.427) (log D). 
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则 有 二 种 可 能 情形 
Ge à 
Р) (Ку, 1.01) | > (к ате 0.527) (log D). 
引 理 7. 令 使 A) 成 立 的 Aa ШЫ 7 x) 的 个 数 为 QA), 则 当 0.65 < 
À < 1.25 时 ， 我 们 有 Qu) < t 
证 . ЦЬХ £x 在 正方 形 Ralio) 内 有 一 个 零点 po 并 使 得 
| (ку, x) > 0.1log D, 由 R(to) 和 Ky Мехона; 知道 这 些 
K, ИА Бү) 内 ， 又 当 Res 214 7 № RIA 
а 1 log? p D'? (logt)dt 
Б> 5 5 m a p $0*9 EE 


2 
< 人 5) {бов ^o? Е (log ру} < £ D 





)| > 0.1 log D. 








作 边 长 为 "кр p 的 正方 形 网 ， 将 АЗ (00) 盖 住 ， 则 这 种 正方 形 的 个 数 不 








超过 N = бы + ар) +1). & QUU) 的 定义 ， 必 有 一 个 
边 长 为 的 正方 形 Ry (to), 使 得 至 少 具有 QON- 4 L(s, x), 而 所 有 这 
ж L(s x) 在 RY (to) 内 都 有 一 点 K, 并 满足 [А (к. )| > олвр. 


以 K* 记 作 RY (to) 中 的 二 个 对 角 线 的 交点 ， 我 们 有 


(Fi) (а) e. lt) 


< 0.04 log D. 


1 
п(А) 











[48] 


HEDRA QUOANT ТЖ D ЖЫ v. B8 (К°, |> 50618 D, 
则 有 二 种 可 能 情形 : 
D 至 少 存在 有 Ф ОЕМ) 个 模 D 不 同 的 x, 使 得 LUC] > 
0.01 log D. 
2) 至 少 存在 有 Qi(A)(2N)-1 MR D 不 同 的 x, 使 得 
| ХФ) ЮР 


| > 0.051og D. 
ри") рер Р 
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设 1) 成 立 ， 则 有 QAN) 个 模 D 不 同 的 x, 使 得 
|FX(GKC*, 1)| > 0.01 log D. (6) 
我 们 使 用 记号 DO 来 表示 一 个 和 式 ， 在 该 和 式 中 只 经 过 所 有 素数 因子 
都 大 于 Di НЕЮ. 由 (6) RE 


атт) 


раро m^ 


其 中 am < 2(1.01 log D)? < 2.1006 D)?. 利用 资料 [1] 中 的 引 理 4.1 和 引 理 
42,Ж 





> (0.0115 р)“, (7) 








(1) emx(m) ° < (2.1)2(log р) yo eO) a l 
X 'D?<m<D?02 m“ D2<u<D2.02 ч D2<v<D2.02 U 
vzu (mod D) 
< (5000)(log D). (8) 
Щ 0.65 < A < 125 时 ， 则 由 (7) 和 (8) RA 
入 一 0.05 入 er 
уш (8) Стар st 
Qi(A) < 10 on +1) (5+! T (9) 


用 相似 方法 可 以 证 明 ， 当 情况 2) 成 立时 ， 引 理 7 也 能 够 成 立 ， 
引 理 8. 令 使 B) 成 立 的 Z(s,X)(X # xi) 的 个 数 为 92( 和 ), 则 当 0.65 < 
A<1.25 时 ， 有 


70A 
Q0) < >. 
证 . 设 Цох) (X # u) 在 正方 形 ыы 


MG 01) > (к u w - 0.527) (ов D). 


由 于 (6) 和 Kx 的 定义 及 引 理 4, 可知 这 些 K, WIARE R (fo) 内 . 
3. fos 101) |= 





él K- Я 
a ке ， 作 边 长 为 7 = | 的 正方 形 网 将 
og 


Ri(to) 盖 住 ， 则 这 种 正方 形 的 个 数 不 超 过 


не (Саа), 








222 陈景润 文集 [1977] 


由 于 QA) 的 定义 必 有 一 个 边 长 为 的 正方 形 Ry (to), 它 至 少 含有 QA) 
N! 个 不 同 的 [(5, x), 而 这 些 L(s, x) 在 RX*(to) 内 都 有 一 点 Ky, 并 使 得 





IA UG 1.01) > (x - 3 =ó: s) log D). 


以 K* ЗЕ Ry (to) 中 的 二 个 对 角 线 的 交点 ， 由 引 理 3 有 





у“ 
ек0) = f (101) < f қ лезо ма 
(к - zo 一 0. =) (oe D) 
Т 2 


因而 有 


(к = ы -0. sr) (log РУ 


АСК", 1.01) > 1 (10) 
m ó 
由 于 ReK > 1+ pgp 和 引 理 5, 有 
LIK *, 1.01) 
< 26- 4 кə Уа +7199) + 6106100} (log D}. (1) 


由 (10) 和 (11) 式 有 


Ф0)<86- ШЕТ рае + #0100) 





1 
K ~ 一 一 一 0.53 
n(A) 
Ул 


D 


2580 
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当 0.65 < À < 0.95 Bf, ШК = 29, 则 由 (12) RA n(À) = 2 有 


9:0) e -- Ium) {1+ (Б) (ов Уа 9 
77799. 


(99) /2 dU == 


À log 100 35) 
+099 Xl 103 1+) 
99 








0.01 


(99) /2 
Hiraat 
кы ) 
ет 99 
E 
35095 < À < 1.1 Bf, ЖК = үр, Йй (12) 式 和 п(А) = 3 有 


< 


(13) 


ү ой е 


90) s s(o. - (побудо) < 6. (14) 


34 1.1 < À < 1.25 Bf, ЖК = тру, 则 由 (12) RA n(A) = 4, 有 
78A e 


70A 
QA) < 80. 01- шау (107) (2)? < «C (15) 


H (13) - (15) 式 ， 引 理 8 得 证 . 
由 引 理 7 和 引 理 8 即 得 . 
引 理 9. 我 们 用 QA) = Q(A(D)) 表示 在 正方 形 R\(to) 内 至 少 有 一 个 
零点 的 Z(s,X)(X # xi) 的 数目 ， 则 当 0.65 < A < 125 时 ， 我 们 有 
QO) < е 


引 理 10. Йа>1,А> к> V5, X4 |Ki(w)| = |е (ео — 
е2) /(240)|, 则 当 w 是 正方 形 - 5950, < A 内 的 一 点 时 ， 我 
们 有 

IKY(o)] > e=% (0.9997 + n ma): 


2к? 120к“ 
证 . 由 Ki(w) 的 定义 而 得 到 
а Аш (дш (- ар 
|К1(ш)| = 
1(ш > 


е 
24w 





= [eot > (Аш)! j 


п! 

















n=1 
2ы 
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5 
ШТ АЫ < = <1, 我 们 有 
A460 — P +20 | A*((e? — C)? — 40212) 
KOE p 2 + “т 
atl? — В) А*| 51 } 
30 ес n! 
am 
А?(о? — t?) q 4400? -PP — 4622) } 
адс р p. - 0.0003. 
> е E 十 4 120 
Нк > V5, -Z <o<0,lt|< м 
Е кг 7 кА 
А4202 Ato’ 1 1 А?о? 
1 > e240] 0.9997 -一 + 一 } 
EL { 9T*7$ + Do 7 BR? + 150% 202 
2a 2 1 16 1 1 
>е 40.9997 + 一 十 十 一 } 
Е { Зк? 6x? 120k4 120k4  5«*J" 


故 引 理 10 得 证 . 
引 理 11. i$ 1 < À € elogD, |to] < D°, m > 2. Ж (в, х)(х # xo) 
ES4AH—T*X85-Àr-i 具有 











0.07X X X 
- ao 16 
beD STANS тор, 1-05 а Ы (16) 
JU L(s, x) 在 区 域 
0.51X 0.42 入 入 
= <0<1- - < £ 
1-р "Sl ep fob с; 
0.42 入 0.07Х Т 
m <1- 17 
lgD <7 St- igp’ #7 < 1668р: а” 
0.271 入 0.07А ТА 入 
154 ue. 
1- oD “1- 660° 16580 “lt- 8р 
内 的 零点 数目 最 多 为 
1 
034+ L 
0.25 100 
0. ОО о у. ra 
(osu + рс )( 4265 + 5 — в) +1 
(034 + =) +225 
т т. 
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rp = 00500. 由 于 全 (oa| < 0-8) - 07! 
及 资料 [5] 中 的 (23) 式 有 


1 
(а 


x 0.34X 
AE Фор =1+———, 





ODT š 1 
r э) < (0.4264 $ sag) sD), (18) 


其 中 和 式 内 的 o 经 过 L(s,x) ЛЕШ |s — so| < 了 内 的 零点 ， 记 so- p= z, 
иу за, 有 Re(1 - 42) = № — )20 于 是 在 (18) 式 
中 的 和 式 内 所 有 的 项 都 是 徘 负 的 。 又 我 人 有 





1 
.34 + — 
Re( : )> 9o — 2 d tm 


3-0 pu 1ү | 025r' 
шері (co - A + (ғ) (034 2) 了 十 = 





其 中 = лр Я 
xa) < (o. 4265) + 1% = иеа (2). (19) 


ү 0. 
(ом + =) += 
其 中 Y 的 p 是 经 过 L(s,x) 在 区 域 (17) 内 的 零点 ,但 p р, 我 们 能 证 明 当 


s): 0.611 


P REB пт) 式 内 L(s, x) 的 零点 时 ， 有 Re( аны 


由 (19) 式 引 理 11 得 证 ， 同 法 可 得 
引 理 12. 设 1< A < elogD, |to| < D°. W4 x # хо В, L(s,x) 在 区 
域 (17) 式 内 的 零点 数目 最 多 为 


(о. 611 十 vai) (0.42653 + *) 





0.611 
š 1 
Я Л. k > 2,10? > x > V5, ЖФА Шор 作 正方 形 
2 1 
---<о0< E pe 
1 25451. it 45-2 
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11977) 
%0<и<і. 我 们 将 区 域 0<o <1- É, t> tot 4 жен 


аа эү шыл) 
Pau): Í Р у 


t 于 2 十 7 344v 
а 








<t<t + 





ЖҰ, КНи=0.1,....0=0,1..... 我 们 又 将 区 域 1 — 
Я 


Xo&l, 


Tm 


мею: 


7 
o+ tso 





ЖИЕ, Ht v = 0,1,.... i p= o + it, WH a > 1 Bf, Ж 


«(о-1)А(б-1-ио)(„2А(р—1—йо) » v| 
2A(p — 1 — ito) 
еба 0400-0 {1 + ойо) _ 


[Ki(p = 1 — ito)| = 








2e2A(o— D cos24( CE 
24((0 一 1)2 + (t — to) 





4 Mulu) = max(u и), 34 v > 0 Bf, 4 (и) = (= J R pE Plon) 
中 的 一 点 ， 则 有 


|Ki(p — 1 — ito)l* < c(v). 


> 


Соо(и) = e k(e-l)ao-k (° +e – ныш 
(2.4)? + и? ' 
e-kla-1)ug-k (H 
(2.4)? + и? 
2-ke-k(a-1)M. (и) 


Щи > 1, v = 0 时 ， 





Си = - 1+e AG) ука (уфе Ми) 
(а) max иу) е + Gr, o 5E 
žu > 0, v = 1 时 ， 


-2М. (и) N к 
gh DM (2.4 + (=) TUM NON 
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Ë p Ë Pualu) 中 的 一 点 ， 则 有 





ІК(р-1-1ө)8< С. (и). 


我 们 使 用 nio 表示 用 资料 [5] 来 估计 L(s. x) 在 Poo(0) 中 的 零点 数目 时 ， 
所 得 到 该 零点 数目 的 上 界 ， 而 用 nu 来 表示 L(s x) 在 Рьь(0) 中 的 零点 数 
Н. 由 资料 [5] 中 第 8 节 52 的 引 理 知道 ， 当 h< 4 和 0<wv<24 时 ,我 
们 有 


Sh = У) nw (h+ uQ. 
O<u<h 


而 对 于 所 有 h > 0,v > 0, 则 我 们 有 
Shv < (h + 1)nĝo log (2 + i) 
而 分 部 求 和 得 : 
У) meCu 人 (由 


0<u<oo 0<u<oo 


<10195 RE +e- аг 
А 5.76 +1? 


кү? 
өше не-ін (15 ) (1 — e7&o-1)-1 





-4 k/2 -2uyk 
+1.01nioc Ке 02 max ( Í 1+е x) (+e) ) 


11.56 + и2/ ‘(15.21 + и2)*/? 


44 6/2 
т ) (1 -er-ke-D)-1 











12.56 
жаны ақта 
же-“о- (= tee а- Жаны е (20) 
我 们 使 用 1, 来 表示 Цех) Е 1-1 So S lh "cix 
b+ 内 的 零点 数目 ， 由 于 1, <S ngo KH 


PL Cv) YI x Stm (3) (1 17). (21) 
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又 关于 Кир — 1 — ito)l* 经 过 L(s, x) 在 区 域 





内 所 有 零点 p 的 数值 估计 ， 及 关于 |Ki(p — 1 — ito)|Ë 经 过 L(s х) 在 区 域 





11 <о<1 кес 
AG TUM ETUR 
内 所 有 零点 o 的 数值 估计 ， 可 用 前 面 的 方法 ， 定 义 矩 形 
PERTTI CA а l2) 
А А А А 
d 24 m 24 
lt- <, lt- tl S — 


RP u=... щих 0 BF, № п, 表示 L(s x) 在 矩形 Qu 中 的 零点 个 
Ж. Чаи>08. ВА п, < 4.8(u + 1)njg. + 


Со = (4.8)-*(1 + 48) е-24(а- ИК, 
Ту и> 18, < 
С, = (2u +4)-*а + e $)ke-k(e-1)(2+u) 
Wu > 0 R p E Q, 中 的 一 点 时 ， 则 有 
Ко - 1 — it) < Cv. 
38 k > 2 B, 有 
У "Су < 5nio(4.8)-ke-24(c-Dk(1.01) 
0<ч< 
+10nü0 (6) *(1.01)*e-9&(a-1) 


十 25nio(8)-*(1.01)*e-4k(e-D0(1 — e-k(a-0)-1, — (22) 


如 果 p 是 区 域 
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内 的 一 点 ， 则 我 们 有 





IKi(p — 1 — ito)|Ë <2-55.4) 3 e-2(e-1)k(1 + e-4)* 
< (4.57) ke—2(e- Uk. (23) 


又 L(s, x) 在 该 区 域内 的 零点 数目 < 4.8nio. 


如 果 p 是 区 域 
1-2 5051-12, Z suu < 24 
内 的 一 点 ， 则 有 


Кр — 1 — Ноу < 2-6) е-е Іі + e752 + 9-25) 
< (A.74) ke 38-1). (24) 


5813. Sk 22 正 整 数 ，a > 105,0 € # < 1, (e — 1)kA > log D, 
24 x 是 资料 [5] 中 引 理 8 的 非 除外 特征 ， 及 L(s, x) 在 区 域 
1- хоз, р-ы<7 
内 没有 零点 时 ， 则 有 
[E^ uto -1 - o) 
? 


{C че – uc) NN ( 1+e j (1 + ey ) 
5.76 + и? 1156 + 3) ' (15.21 + 2)? 


k 


1e 1+е-4\3 1\* сті 44 
( 6.76 ) +( 12.56 ) + (X) (1+е7) (1+ 22.) 
1\* 7 
+0 (т) ( + =) + опре е (4.15) 


< I2/aiD- + 2.02n80(2) ke k(e- 1) 











7 k-1 
+2(5.9)-Ке-0.6(а-1 5(7.9)-ke-L6(e-Dk(1 一 e-ke-D)-!} 


+5160 { (4.57) Ке 2-1) + (4.74)-*е-13(е-1%}, 
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其 中 y 系 表示 和 式 中 的 р 经 过 Lis, x) 在 区 域 





2.4 2 1:2 2 
-—— LM z = y <1- =, 
1 д 5651 ж It tol < ^4 д<°< 
21 1.3 р 21 
一 ; - $1-—. < |t —to| < 
lt t| < l д 545 А д 2! 45% 


内 所 有 零点 ， 又 其 中 a 由 资料 [5] 中 的 (3.15) RERE T В 的 定义 见 资 
料 [5] 中 的 引 理 8. 
WE. 由 (20) - (24) 式 及 资料 [5] 中 的 引 理 8, 即 得 到 引 理 13 的 证 明 . 
引 理 14. 我 们 用 QO) = Q(A(D)) 表示 在 正方 形 Ro (to) 内 至 少 有 一 个 
零点 的 L(s,x)(x # xo) 的 数目 ， 则 有 


QU) € ез, 


其 中 
70, %125<А<18%; 
70, 当 1.8< 和 <2.35 时 ; 
ca = $ 75, 当 2.35 <А < 2.85 时; 
80, 当 2.85 < A < 3.6 Ef; 
80.7, № 3.6 < A < 5 Hf. 


证 . 在 引 理 10 和 引 理 13 中 取 


0.44106 D, 当 1.25 < À < 1.8 8; 
0.31log D, 234 1.8 < À < 2.35 B$; 
А= 0.24108 D, 当 2.35 < À < 2.85 时; 
(log D)/5.2, 24 2.85 <А < 3.6 Bf; 
(log D)/6.2, № 3.6 < À < 5 B$. 


127, 3 125 < À < 1.8 Bf; 
1.38, 3⁄4 1.8 < À < 2.35 B$; 
а = 4 1.44, 4 2.35 < A < 2.85 Bf; 
15, № 2.85 < À < 3.6 BF; 
16, 当 3.6< 入 <5 时 . 
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又 令 
(0.22)-1A-1， 当 1.25 < À < 1.8 Bf; 
2(0311)7, 3⁄4 1.8 < A < 2.35 Bf; 
к= $ (0.12^)-1, — 34 2.35 < À < 2.85 B$; 
10.4А-!, 3 2.85 < À < 3.6 Hf; 
12.447, 当 3.6< 和 <5 时 ; 
9, 当 1.25 < À < 2.35 时; 
80-410, 24 2.35 < À < 2.85 时; 
11, Ш 2.85 < 入 < 58. 
我 们 先 来 考虑 那些 x, 它 使 得 L(s, x) EKR 
1 7 
== = 
1-2159<1 | tl € 4 
内 没有 零点 ， 在 引 理 11 中 取 
11, 当 125< 和 <1.8 时; 
15.6, 34 1.8 < À < 2.35 B$; 5, 34125 < À < 1.8 if; 
A-2420 当 2.35<A<2.85 时 ; m= 46, 34 1.8 < À < 3.6 B$; 
25, 4 2.85 < À < 3.6 8; 5.95, № 36 < À < 5 时 . 
29.76. 4 3.6 < À < 5 B$; 
由 引 理 11 和 
2 -l 
(034+ =) (оза + =) + =>) 
m m т 
5 -1 
= (ом ж а: i ) 
m m?(0.34 + >) 
1.7904, X 1.25 < À < 1.8 Bf; 
> $ 1.9216, 3 1.8 < À < 3.6 B$; 
1915, 当 3.6< 和 A<5 时 . 
我 们 知道 L(s, х) 在 区 域 
2.4 2 1.2 2 1 
1- 一 <o<l- 二 一 如 < =; 1- 二 过 
1 545 T It ol < ^r: 1 д <<! 24 di 
24 1.3 2.4 


jt- to < 





; t- <0<1- 1 23 6 | < 
А” АТОО ОА a 5-05 
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内 的 零点 数目 





1 
0.34 + — 
100 34+ — 


0.25 т 
29.25 Y (o. М0... me с\й үгү 
< [(ови $55) (0.42653 + = Dd аж)|% < 
(оза 2 += 
m m. 


其 中 
6, 当 1.25< 和 <1.8 时 ; 
8， 当 1.8< 和 <2.35 时 ; 
N-410, 3 2.35 < À < 2.85 Bf; 
12, 24 2.85 < À < 3.6 Bf; 
14, «4 3.6 < À < 5 时 . 


0.5588， 当 1.25 < A < 1.8 Hf; 
0.4278， 当 1.8 < À < 235 B$; 
сох = 40.3456, 34 2.35 < A < 2.85 Bf; 
0.2885， 当 2.85 < < 3.6 Hh; 
0.2581， 当 36 < À < 5 Bf. 


(0.22)-2, 当 1.25 < À < 1.8 Pf; 
4(0.31)-2, 4 1.8 < À < 2.35 时; 
сал = $ (0.12)-2, 当 2.35 < À < 2.85 Bf; 
109, 24 2.85 < À < 3.6 Bf; 
154, 34 3.6 < À < 5 Bf. 


Я L(s,x) 在 正方 形 R(to) 内 有 一 个 零点 p. 现在 资料 [5] 的 引 理 6 
PR zj = {Kilp 一 1 一 ito)/Ki(p' — 1 — #6) }№, ІП р 经 过 工 (s,x) 在 区 域 
(25) 式 内 所 有 的 零点 ， 由 引 理 10, 引 理 13 及 资料 [5] 中 的 引 理 6 SE, 4 
1.25 < 和 < 5 时 ， 存 在 有 一 个 上 , 使 得 


1 < ез + Ge^95 ko/k, ko < k < КМ, (26) 





[1977] 关于 算术 级 数 中 的 最 小 索 数 和 了 函数 零点 的 二 个 定理 233 


其 中 





22 7M ) 


= 36a? D-2/2 ZAA 
F, = 362" D7 (озот + - зс 


100 № 7 
= log 515 + log (o. Эа cm FAA 
8, 41.25 <A <18 时， 
G=3niocA， 而 сал = 46, 24 1.8 <A <36 8; 
0.5, 4 3.6 <A <5 时 . 


当 1.25 < A < 5 时 ， 由 资料 [5] 中 的 引 理 3b, 我 们 有 Ge < H E 
1.25 < A < 5 时 ， 我 们 有 (o — 1)kA > 1.05log D, 故 由 资料 [5] 中 的 (3.15) 
式 和 资料 [5] 中 的 引 理 7 的 推论 知 ， 可 取 a) = 43. 由 (26) 式 我 们 有 
№ 7M 

B 2 EE dé c. 
D" < (36)*(43)(9) exp neo - log (o. 9997 + — DN = т) 
СІЛА 
3^ 
故 当 1.25 < À < 5 时 ， 在 正方 形 Ri(to) 内 至 少 有 一 个 零点 ， 而 在 区 域 


e 
< 





1 7 
——<0<1, j=] <= 
24545 Jt tol < 4 


内 无 零点 的 L(s,x) 的 数目 GrP x Z xo) < 
道 在 区 域 





由 归纳 法 及 引 理 9 知 


7 
«1, j= < Z 
<o < | ol < X 





3138 15. 我 们 用 QU) = Q(A(D)) 表示 在 正方 形 Rialto) 内 至 少 有 一 个 
零点 的 L(s,x) (EP x # xo) 的 数目 ， 则 当 入 > 5 时 ， 有 


ОО) < езу, 


Е. 我 们 先 考虑 那些 x, 它 使 得 L(s x) EEE R\(to) 内 有 一 个 零点 


= it, 但 在 区 域 1 了 7 <с<і, Itc < Z ия L(s,x) HF 
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点 ， 其 中 4 = 21980 在 引 理 10 和 13 中 取 a = 1.111, 又 在 引 理 11 中 取 
入 = 12À, т = 12, 因而 L(s, x) 在 区 域 
2.4 2 1 
1- 5951-2, It - tol < = 1-2 <95 574 e 
24 13 1 2 2.4 
В eT 1-27 <9 51-54 <lt-tl< == 
内 的 零点 数目 
1 
0.25 š 100 0.34 + т; 
<N= (ови+ 222) ((04265)02A)+ 
| 12 144 
现 把 资料 [5] 中 引 理 5 的 zj 取 为 一】 一 zt) ,其 中 的 经 过 L(s, x) 在 
Ky(p — 1 — itg) 


区 域 (27) 式 内 的 所 有 零点 . 在 资料 [5] 的 引 理 5 中 取 N, = N, m = [4.45N]. 
而 存在 有 一 个 整数 人 于 区 间 4.45N € k < 5.45N 中 ， 并 使 得 





Уе Ку(р— 1 — ito) 


k 2? 
Eres) |> а y 


p 


其 中 p 是 经 过 L(s x) EER (27) 式 内 所 有 的 零点 ， 由 于 A > 5, 我 们 有 
N >27, k > 120. 在 引 理 13 sp, Ht z = ИЯ 


(43.6e) "|Ky(p' — 1 — 10)" < 





YS (күр-1-н))* 
> 

< 12a}? Р-8/2 + 315 (4.13)-*. (28) 
又 有 (a — 1)kA > 1.03108 D, 故 由 资料 [5] 中 的 (3.15) 式 和 资料 [5] 中 下 
理 7 的 推论 知道 ， 可 取 a = 68. 当 和 >5 时 ， RIE 1> тар: 由 资料 
[5] 的 引 理 За 和 引 理 3b, Ж 


. ,lllgD 554 
по -73 





< 0.53N < еб ИМ, 
由 引 理 10 有 


IKi(p’ — 1 —%)|* > e7955555(0.9997 + 0.02 — 0.0007)*. (29) 
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由 (28) 和 (29) Ж, Ж 


1 < (43.6e)N (100 D0/2 + g9:46N-Klog 4.73) ¢0.4444k(] 919)-F 





= (100р-8/2 + e0-16N -klog 4.73) (0.4444—log 1.019)k+(1+log 43.6) М, (30) 


& k = oN, WA 4.45 <w < 5.45. BN > 27, # 
N(1.16 + log 43.6 + 2 (0.4444 — log 1.019 — log 4.73)) < —0.0856N < —2. 


e? 16N-klog4.73+(0.4444-log 1.019)k+(1+l0g436)N < e=? < 0,14. (31) 
Ж 有 使 得 
2 
B- (55 Бер) {og 125 + (1 + log 43.6) № + (0.4444 — log L019)k]. (32) 


由 (31) 和 (32) 式 知道 ， (30) RRRS. 我们 使 用 с 来 表示 一 个 正 数 ， 它 
满足 eò = рб, 则 当 入 > 5 时 ， 有 

_ log 205125 _ 14.189N 

ЧАМ АА 


9.6: 22. 
STER с 





< (5.222)(14.189) + 





故 在 正方 形 R(to) 内 至 少 有 一 个 零点 ， 而 在 区 域 


ü= essc t-t <1 
2.74 454 


内 无 零点 的 L(s,x) 的 数目 (其 中 x Z xo) < ебә < 0.65e804\， 又 由 归 
纳 法 及 引 理 14 知道 ， 在 区 域 1 -了 74 <o < lt- to < 了 了 内 有 零点 的 
L(s,x) 的 数目 < 0.Зе50^, 故 引 理 15 得 证 . 





引 理 16. 令 
1 1 1 
= = < À < -时 ; 
39 EI 20 5 à< іт 

келін 1 1 1 

=: -<А< 
29' UR 

1 1 ал — 

= <À) < - 时, © nm = 

ХМ SAS H, < тА log D ^ M m > 1 W, 有 





logp 1001. (log р)? <1+2 
> рх 5% > p» 一 2 us 


р>е"/пх ТА 
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WE 我 们 有 
PE Б) н 
ESSE! a. f GE) (502)) e 1e 
故 引 理 16 得 证 . 


$ f(s,x) = L(s,x)L(s + бу, хх), 显然 当 Res=o>1 时 ， 有 


K A(n)bn 
Feys D 40), 


п=1 
其 中 


8 Pii +xi(p”)p””25), № n = рт, M m > 1 B$, 
ode 否则 . 


引 理 17. WMR L(s,x)(x * xo) 在 正方 形 R(to) 内 有 一 个 零点 px = 
. быны 
Bit ins KP i SA. $ t= ау ein МЧ AS. 
时 ， 有 


Л 1 
Ве: (д > (> š 0.855) dog D). 


证 . 由 于 DES - ODE Lis + 61, xxi) 和 资料 [5] 的 引 理 2, 
我 们 有 
а 1 "" 
[ee 50-5 (ç -4-®) 


-p 





1 rr TT Be PA 
2 C -4( EA - 2 中 < 0.854 log D, (33) 
其 中 的 p 经 过 L(s,x) 在 图 [s — s*| < 5 АВА, Ми 经 过 Цв а) 
HEM Js= (° 6] < 3 MEA ç ¿= e - MN Jel 1, R 
们 有 Re(: - а) 20. 5 z = s* + á, — p', Ш TES 3 时 ， 我 们 有 


l (y DONI | 
Re( 4) 20. 由 于 “一 px = пир Ж (33) Ж, 引 理 17 ЯНЕ. 
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звів 4 i(s) = у; ЕР. 如果 Цех) # xo) ЖЕУ 


p2Dio 











1 1 * 
PUEDEN CRM Рая 
By + RESP S AS $ 时 ， 有 
А (в) > (= -2. 879) (log D). 
ал 
证 . 由 引 理 17 及 
> a "P EP] < 20241og D, 
E n pepion Р ` 
即 得 到 引 理 18 的 证 明 . 
令 
1 1 
6, А Bf; 
1 1 : lg 
= < e: i13 < 5 时 ; 
0.361 "s 254 7， 当 五 <^S< 8 时 ; 
шат ый аз = 1 1 
0.005， чі <А 53; 8, Му < 入 < т; 
1 1 
= < = 时 ; 
12 zn «Ax 3 时 ; 
1 1 
031, 545 SASS 
ала = 4 0.27, 当 < ASS 
1 


0.005， 当 = < 入 < <=. 


BIB 10. R L(x м) EET To) 内 有 一 个 和 点 px = 
А, APARE Е ХАІ а < о) уд 
子 中 至 少 有 -一个 能 够 成 立 ， 


1 

= 之 0.7e(oAMi 一 和 A)aA4， (34) 
Diotcpspatexa--1 P 

”xl(pP)=1 
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1 

> = > 1.43(axa — A)eaxa. (35) 

Di coc pax (931797. 2 
БЕСІ 


Р 1 1 аза(аха — А)? 101 
证 . BTOB SA яр 9 Р < 


р < Р®з(ам-%)7! 时 ， 有 


1-рб- (~61logp)” axa(axa - А)?1овр 
7 m -È n! log D d 





п=1 


因而 由 引 理 16, 18 和 Res* > 1+1, 有 








logp 
ОИ 
0101 «pc p? 31 737! 
u ер | 
og p 
> (= - 288) (ов D) - 2 Xx A 
) p» рева 971 P 
алаам =A? Y log? p 
log D y pim 


рї epe p* аа 


1 2.02 
> T mg ИНЕМ ШЕЯ 
БЫ is 7.58 (axa — Деоа вла (log D) 


> 2ал4 log D. (36) 


Фл) = TES Wii to 185 8 ЛО < 2 fi t> em 时 , 有 


ңө € 34. m 
пле 
lo 
У ТЕР < 0.3ax log D 





Олл 797! ce pt 3(21 737! 
xı(p)=1 


成 立 ， 则 由 (36) 式 ， 有 
> ШЕР > (тау др, 


ЖЕТТІ 
piot <р<рЗівла 071 
жі(р)-і 


即 得 到 (34) 式 成 立 ， 如 果 


Јовр 
ЭТЕТ 
ыы ыт, среда (ад) 
хі(р)-і 


> 0.Зал 4106р, 
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则 由 (36) 式 ， 有 





1 e 

->е 10 + 0.7 јал а(ал — А), 
D101 epe p*3,3(93,41 7397! Р 
GE 


Ak (35) 式 成 立 ， 因 此 引 理 19 得 到 证 明 . 
2132 20. Ж L(s,x)(X # хо) 在 正方 形 RA(to) 内 有 一 个 零点 р, = 


ax2(a)a — А)? 


B rin p RA э S AS 3. h =1-р Ë h < ты E 
有 
2.799еал а(алд — AW 
ЦЬ X1) > beD о 
1 
HPW = = а). 
s (Ew) 
证 . 令 
Ue бы 当 (35) 式 成 立时 ， 
” [3 3 (35) 式 不 成 立时 . 
Sgn) = 3 A (a), 则 由 资料 [5] 中 的 (7.12) 式 ， 有 
din 
L(1,x1) > (axa — A)(axslog D)-! > g(n) 
Dio <п< pitan slaa, 73)71 
-|O(D-0001)|. (87) 
又 有 
(n) y 1 
x шым > 2W d 
D! cnep! tasler, -NL $ —— Р 


х1(р)=1 


因而 由 引 理 19 和 (37) 式 ， 即 得 到 引 理 20 的 证 明 . 
引 理 21. 如 L(s, x) 在 正方 形 Rialto) 内 有 一 个 零点 px = Py tin, # ph, 





240 ATA T 





1 arslanı - А) 
其 中 和 满足 了 AS WA ô 2 p s Eda 


ав = 

| 1 

z < 一 时 ; 

0.25, 4:<Х<% š 
1 


1 
0.003, 47 < < E 
WE Mb Res» 1 时 有 
(GL, xi) = У 6%), 
azi 


4 a= D-948, 则 
с ‘2100 
У gnm = dl. aT (w — ру) (Ко, х)йш 
nzi 


2тї J2—ioo 


= ат 6б) Ці, x1) +10(Р-*)|. 
MisarDU p$, nh < 1.01 因而 由 д1) = 1, 我 们 有 
W. > (тот 1 ) > 9(т) 


ni- рт 
101 1<n<D1ol " 160" 


> (zx) (Ese e^?" — |O(D- зу) 
> (zi) ect renza. xo -|о(р-%)) > 


>279алав(а — AW 
Е 1.02ó,ax slog D 


H T. W > 0, 故 有 


LO xD 
1.026; 


2.7992) 4e(axi A)? ., arslan = A)? 


6 
1 1.02а) log D lgD 


Iv 


故 引 理 21 得 证 . 
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引 理 22. 假定 存在 一 个 除外 零点 p1 = 1-4. XE L(s x) 有 一 个 零点 





和 
=1- — ~ + ito, 
Рх lgD ^ 


则 当 3<A<5 时 , 有 


6, > bl e^? (log D). 


其 中 


(25)(10%), 4 ; < À < 0.49 时 ; 
bia = (90(105)， 当 0.49 < A < 1.3 时 ， 
(12)(105)， 当 1.3 < <5 if; 


58, M 5 SA < 0.49 时 
61, 340.49 < < 0.82 时; 
63, X 0.82 < A < 1.3 时 ; 
34 1.3 < À < 2.1 B$; 
Ті, 3424 <) < 3.2 Bf; 
75, 432<А<458%; 
76， 当 4.5 < 入 < 5 时 . 


бәл 


| 
° 
A 


证 . 在 引 理 10 和 引 理 13 中 取 


1.05log D, 当 SA<0.49 时 ; 
0.7llog D, 4049<А<082Е{; 
0.42log D, 当 0.82 < 和 A<13 时 ; 
4=10.27logD， 当 13< 入 <2.1 时 ; 
0.176106 D, *% 2.1 < À < 3.2 8}; 
014106), 34 3.2 < A< 4.5 Ef; 
0.131 log D, 4 4.5 < À < 5 时; 
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1.145, M 3 < À < 0.49 Bf; 
119, 40.49 < < 0.82 Ef; 
1.28, 23 0.82 < à < 1.3 Bf; 
%=3144, 当 13<A 和 <2.1 时 ; 
1.67， 当 2.1< 和 <3.2 时 ; 
183, 2 3.2 < À < 4.5 BF; 
1.891, 24 4.5 < < 5 时 . 


2(1.05^)-1, 34 3 < À < 0.49 B$; 
2(0.71A) 1, 当 0.49 < À < 0.82 B$; 
2(0.42A)-1， 24 0.82 < À < 1.3 8; 
“三 ]2(0.27A)-1]， 当 1.3< 和 A<2.1 时 ; 
2(0.11764)-1, %4 2.1 < À < 3.2 Rf; 
2(0.141Л)7!, 24 3.2 < A < 4.5 Bf; 
2(0.131A)7}, 34 4.5 < À < 5 Bf; 
т, щ 3 SA < 0.49 Bt; 
№ = 38, щодо < À < 0.82 Bf; 
9, 3 0.82 < À < 5 Bf. 
此 时 我 们 有 < > V5 X (a — 1)koA > 1.051050. 我 们 先 考虑 哪些 x 使 得 


f(5 x) EKR 
1-459<Ь |-ш<4 


B Lipo x) = 0, RP p, = 1- —— tito. а BIA = My, m = 7, 





log D 
因而 L(s,x) 在 区 域 
аи Iu e t2. 1-2 <0х1- Ё, 
А А 4 өз 
21 1.3 р 21 24 
t-t ; 一 <li- «It- baria 
lt t| < 1-22<051-%, 1<!-4<5 
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内 的 零点 数目 


1 
0.34 + = 
0.2 100 7 )] 
< == М | +1 
< № [(» 611 十 кеп) (©. 4265M) 十 34 ( +!) + 025 
i T 49 


4.58, 当 1 < À < 0.49 Rf; 

68, — 35049 < À < 0.82 BF; 

1143, 34 0.82 < A € L3 8; 

MA=117.9， 当 13< 入 <2.1 时 ; 

273, 当 2.1< 和 <3.2 时 ; 

34.05， 当 3.2 <A < 4.5 Bt; 

36.65， 当 4.5 < À < 5 时 . 
在 引 理 12 中 取 入 = М», 因而 Ls + бу, хх) 在 区 域 (38) 式 内 的 零点 数目 

<м = (6 611 十 os) (o. 4265M) + Эт), 

故 得 f (s, x) 在 区 域 (38) 式 内 的 零点 数目 < NA + №. 现在 资料 [5] 的 引 理 
6 中 取 


其 中 


wee 


? Ki(oy — 1 — ito) 
其 中 р 是 经 过 f(s,x) 在 区 域 (38) 式 内 的 零点 ， 由 该 引 理 知道 存在 一 个 
l,1 < 1< № + м, 并 满足 


(и) (| Кі(р-1- ito) 1 
> (т m) |22 m 


其 中 77 是 表示 和 式 中 的 p 经 过 区 域 (38) 式 内 所 有 f(s,x) 的 零点 ， 令 
р 





1.203, M 3 < A < 0.49 B}; 
0.8449, 34 0.49 < А < 0.82 Bf; 
0.5376, 24 0.82 < À < 1.3 B$; 
bax = 0.3888, 24 1.3 < À < 2.1 BF; 
0.294, 当 21< 和 <3.2 时 ; 
0.2581， 当 3.2 < A < A5 Bf; 
0.2478， 当 4.5 < A «5 Bf; 
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4, Шу S A< 0.49 时 

8, 3 0.49 <А < 0.82 Bf; 

23, 4 0.82 < à < 1.3 Bf; 
bha-i5, 当 1.3< 和 <2.1 时 ; 

130， 当 2.1< 入 <3.2 Rf; 

202, 3⁄4 3.2 < A < 4.5 Bf; 

234, 344.5 < À < 5 B. 

由 引 理 10 和 (39) 式 有 





(и) ЕК (s) PER 1 7 j 
У“ (Кцр-1- it) > (= = | 0.9997 + — - — 
J (Кі(р шу%і>(5)е t; pod 


£ А2 1M lko 
> (1 ¿bao (0.9997 НЫЕ az) 40 
С (5) fa 12004 (40) 





22, S S A < 0.49 Nf, 
14， 当 049 < À < 0.82 时 ; 


12, 34 0.82 < À < 1.3 Bf; 1 
қ T€ -6 Bj; 
ма сак 


473,34 3.6 < À < 5 Bf. 


bo 一 15， 当 13< 和 <21 时 ; 
1.5， 当 2.1 < À < 3.2 Bf; 
0.5, 432<А<45%; 
0.26, 当 45 < À < 5 B$; 


我 们 用 Noo 表示 f(s,x) 在 区 域 


2.4 3.4 
<о<1, tg- — <t<t + — 
Sot VES 56+ 


内 的 零点 数目 ， 则 
4 当下 SA<0.49 时 
6, 当 0.49 < À < 0.82 B$; 
№ <4% 290.82 < 入 <1.3 时 ; 
10， 当 1.3< 入 <2.1 时 ; 
14, %4 2.1 < À < 3.2 Bf; 
16, 3⁄4 3.2 < À < 5 Bf; 
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7, 当 李 < A< 0.49 时 
9, 当 0.49< À < 0.82 Bf; 
13, 24 0.82 < < 13 Bf; 
NA+NAS1T19， 当 13<A<21 时 ; 
27, щ21<А<32 if; 
33, 432 <А < 4.5 8; 
35， 当 4.5< 入 <5 时 . 


由 资料 [5] 中 的 (7.5) 式 及 相似 于 引 理 13 的 证 明 可 得 到 
(кә —1—н0))® 
; 








< ых, to)] + bsa Noo(bea)—*o! + 000—1), 





其 中 ， 
гі ef 
(ою) = = Деб (ко) очах) 
因此 由 (40) R, Ж 
3ebsilko? (LJ, (x, to)| + bsa Моо (бел) ^" + JO(D71)]) 
№ т^ 一 KKko 
„(0.9997 + 2- 254 - обет) 21 (41) 
Ф 
1 1 
ka: = 2' м; < < 4 时 ， 
TA 
0.75, 2344 < 入 < 5 时 ， 
则 当 3 < 入 <5 时 ， 有 
365 Noge 5^ log bex )ko (» 9997 + ^— № ES bá 
2b. (120)(b4,)2 S bn. 
H (41) Ж, Ж 
1-4), қына x тм ho 
Histo 2 (Egger (oor e пу) 





2(* Pa) е, 
731 
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因而 由 资料 [5] 中 的 (7.17) 式 ， 有 





37.5ko(NA + N3)A =t 


8 2 (o U (s + МО 


+222) 
l-bnY ax -1 

[ях р 

(18) ^d D) 

> е (log D)-!. 
1A 


由 引 理 21 和 归纳 法 引 理 22 得 证 . 
引 理 23. 假定 存在 一 个 除外 零点 pl = 176. XE LG) 有 一 个 零点 


入 
px =1- — ito, 





log D 
则 当 入 > 5 时 有 
Я > e 81X(log D)7!. 
E. 在 引 理 10 和 引 理 13 中 取 а = 106, 4 = 2980 先 假定 在 区 域 
1 7 
l-gq4 Se SL, -tn|< Z 


内 没有 f(s,x) HRA E Loox) = 0. 其 中 mx = 1- БОБ + ito. 在 引 
理 11 中 取 入 = 12A, т = 12 就 得 到 L(s, x) 在 区 域 


L Жы siaal 
А} 2545 
24 13 1 224 24 
. 4% = < |t 一 < — 

А Sl-gyp a И-М 54 


00240,5412 It — tol < 
=== 5<6<1--, |t-to 
А А (42) 





1 
0.34 + — 
< 从 = (os) (0902 -— T) M 


0.611 34 * 
(eL). 


12 144 


又 在 引 理 12 中 取 = 12A, 就 得 到 L(s + 6i хха) 在 区 域 (42) 式 内 的 零点 


0.25 
) 100 
s Му = (o. бап) (e. 54) 
< Му = (0811 + бт ) ((04265) (123) + + 
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因而 f(s,x) 在 区 域 (42) 式 内 的 零点 数目 < NX = NA + N). 现 将 资料 [5] 


的 引 理 5 中 Ж) LS E E Ni = Му, т = лал, 而 由 


该 引 理 我 们 知道 存在 一 个 整数 于 区 间 4.35NX < k < 5.35NX 中 ， 并 使 得 





tin (ет) JE 42.86) "N is 
> к(есісіш)) |2 (289^ ^. (43) 





п У 中 的 p 是 经 过 f(s, x) 在 区 域 (42) 式 中 的 所 有 有 零点. 由 于 入 > 5, 


Р] 
ВОН NY > 52, (а - 1)kA > 1.09106 D. 用 资料 [5] 中 的 (7.5) 式 及 相似 于 
引 理 13 的 证 明 方法 ， 有 





айы 
У (kc (o1 — ito)*| < Vix to) +3.5Мое- 9994 + Jof D=?)]. (44) 


由 (43), (44) 式 和 引 理 10, 有 
1< (42.8е) УХ e9A24k-klog1019(| у (x, to)| + 3.5№ое- 1084.64 十 (р). 
4 Е = NY, W 4.35 < u < 5.35. 由 于 NY > 52, Noo < e?" NY, 故 有 
3.5 Моде" 054.64 (42. Ве) У г0.4245- log 1.019 < e709056NY « 0.08. 


因而 |Jk(x, to)! > 0.9е- {1+108 42.8+(0.424—log 1.019)(5.35)} № > 0.9e-6.925N 由 
T NA < 5.23А + 3.001, № < 10.46A + 4.621, 故 有 
入 入 


|Л(х›%)| > 0.9е-72-44^-32.01 . 


我 们 有 i T 
k < 56А + 25, — «2244 —. 


log D 7 入 
Hi À > 5 和 资料 [5] 中 的 (7.17) 式 ， 我 们 有 
6, > (2.1) 1(56) + 25) 17 ((37.5)(22.4 +2) + 32.2} —1 


-(1.2)-1е-72.44-32.01 (Jog р) <E 


> e-8P (log D)-!. 
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由 引 理 22 和 归纳 法 得 到 引 理 23. 





先 令 
H(w) = С =e мт) 
2w log D 
À 1 
引 理 24. Шо = АН HP <А < onj < > 时 ， 有 
og D 2 


[Н (ш)|? < 1.035e7199; 当 入 > 0 Pf, Ж 


1-679 — 2e7? cos2r 


2: 
Ін) = 407-669 


当 0<A<1,7=0 时 ， d IHGP < e710; 当 0< 和 < Sr < 1, 有 


о 


IH (o)? < (1 + e?e7169, 


solls. 








20 
[Н (o)? = wa ( =. y 
< н Анат (F jo -7 -avi) + ам y 








2\2 1/2 
< ce (0. %- t) + ") + oos] 


< 1.035e- 16^, 


其 中 用 到 |2w log D| < (1.04)1/2. 
当 入 >0 时 ， 有 


Н (ш)? = e-l64|e-2x+2ir — 1|2{4(X2 + 1?) 
一 e-164A(1 + e7® 一 2e-2Acos27){4(A2 + r2)) 1. 


1 l+e -2e (1- e2)2 
Ч0<А<-,т-Оов, ЕЖ = 
因而 2 4X 4M 
因 





1Н (ә)? < ед, 


, 因而 


Т 2 
4 0<A< Ir 1H, 由 于 cos27 > 1- OD. 


НЫ < (1  e7?)e-ten, 
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故 引 理 24 得 证 . 


=. 定理 的 证 明 


定理 1. 我 们 有 已 (也 ,有 < D168. 


u$ 
1 2+ioo 
На) = 元 J Н? (we Endu, 
2-ісо 
1 2+100 i U 
J(x) = = Í ы H Go) + 1, x)dv. 


由 资料 [4] 知道 ，n < D'S zt n > Р! 时 ， 都 有 R(n) = 0, 而 当 D164 < 


n < D!65 时 ， 则 有 i 





R(n) < 


log D` 
令 
в={г M x = xo B$, 
0, 34 x Z ҳо Bf, 
则 有 n 
Ду) = у (хуна), 
2164<п< pies 
及 


Их) = Eo - 3: H? (p, — 1) + O(D 2), 
Px 


其 中 px 经 过 L(s, x) 的 非 明显 零点 ， 因 而 


А) ( 1 Yi vu TAR > 
oras m (80/0 а; Eon нор”, 
nzk(mod p) 


要 证 明 P(D,k) < 0168, 只 需 证 明 


> Уф - of <1- po (45) 


xmod D px 


成 立 . 
我 们 分 为 四 种 情况 来 证 明 (45) 式 成 立 . 
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(1) 假定 存在 一 个 模 D 的 特征 x, 它 使 得 L(s x) 有 一 个 零点 px 满足 


0.066 0.05 Я 
510-066 < 二 
log D ^ Кер, <1 log D [Im Aii 


由 引 理 21 我 们 有 





2 
ô > (0.36) [ss _ 0.066) (log D)! > 0.013(log О). 


因而 由 引 理 24, 有 


IH(p1 = 1)? < e015%)(0.013) < 0.119. (46) 


$ 


NO. т) = У > 1, 


xmod О ру zy eis 1~A(log D)7 1 «8 «1 
px 天 pl 71 (log D) 1 «|yy|& 72 (log D)- 1 


由 引 理 4,6,24 和 资料 [5] 中 的 引 理 ЗЬ, 有 
> 3 IB (oy = ПР 


mod D ру zy tiny 1— SBx< 
х px=8x tin 17 d sax 1 
ох Фол lax I£04745/ log D 


0.09 
< Loss Í e qN (4, 0,0.4745) 
0.05 


0.4745 
« (1. . Huc gsm ) 
< (1.035)(10.36)e со) O 


«350690036 (5555) s g- 094-1852 у, 


< 0.2146. (47) 


22 > Их —1)? 


x mod D py -&y +ітх 1- (0.09) (ов D)-1<Bx<1 
17х120-4745/ log D 


Y 1+е 0? — 26-91 cos(Q.073(v + 1)) 
c 4(0.0365%)? 


0.09 
f e 199 qN (A, 0.03650, 0.0365(v + 1)) 
0.05 





< 


э 146792 42,793 


0.09 
7199 qN (A, 0.0365v, 0. ‚+1 
Z 400365) f. e ( v,0.0365(v + 1)) 
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wr 259 
< автл){ Y (t) (1.819 — 1.8097 cos(0.073 + 0.073ь)) + У 3629 
v-13 “>31 


[2039-0680 + (00.3564) f^ prn 
0.05 
< (187.7)(0.07811 + 0.12097)(0.016) 


< 0.5979. (48) 
由 引 理 6,9,14,15,24 及 [5] 中 的 引 理 За 和 3b, 得 到 


> > |H(o, - ПР 
X mód D реду tiny 0<0x S1- 09 
19х15 (её D)-? 


oo е 
<(1 eem f e 16 агу, 0,1) 
0.09 


< аөз( [° 2(1 十 а) edA+8 |7 еспен) 
0.09 0.09 1 


< 0.028. (49) 


оо 


>> УВ IH(px - 1) 


970 x mod D py е a tiny 07, <1- 808, 


е. Sv «xls ым 
2 人 HT) > ( 1 y 
Е 4 = 11+ 0.5. 


" 
f e qN(, 1 + 0.5v, 1.5 + 0.5v) 
0.09 


хо (1+ 5) 


1 
ut емесе, ов) ee N е-4ө4- ал) 
0.09 0.0 
< 0.025. (50) 


由 (46) - (50) 式 可 知 (45) 式 成 立 . 
(2) 假定 不 存在 模 D 的 特征 x 使 得 L(s у) 有 一 个 零点 p 满足 
0.066 0.05 


— 2 = — AS ° < D. 
be S ех < 1 log D` limo < D 
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1977) 
但 是 存在 有 一 个 模 р 的 特征 x, 使 得 L(s,x) 有 一 个 零点 px 满足 
0.18 0.066 
= I <. Df. 
1 jog р < Кх <1 = р [Im рх| € D 
由 引 理 21 我 们 有 
1 2 0.0018 
> (0. 一 一 0. D)! > —, 
ñ > (032) (55 0.18) (og D) > 5277 
因而 由 引 理 24, 有 
|H(py — 1)? < e 164(0.0018) < 0.75. (51) 
由 引 理 6, 24 和 资料 [5] 中 的 引 理 3b, 有 
> |H(oy — DP 
x mod D px=8x tiry 1- @$<8у<1- 0 
(тү холтазйе р)-1 
04 
< 1.035 / e-164AXdN(A,0,0.4745) 
0.066 
0.4745 
< -(164-18.2)(0.09) 
(1.035)(10. se e (rss ) 
0.4745} рә 
-(164-18.2)А 
+(1.035)(164)(2) 10:36) Í 24745) B dà 
« 0.022. (52) 
b» У IH(px — ИВ 
x mod D. p, =+, 1- Bb ср c1- E 
-0.26 一 0.13 REA 
< T, e7164 dN (A. 0.0365v, 0.0365(v + 1)) 
1513 4(0.0365v) 0.066 
1 2 (0.09 
< (663)(164) $^ С) І (2)(10.36)e (01647 18.2q) 
osia V) J0.066 
< 0.086. (53) 


由 (49) - (53) 式 可 得 (45) 式 成 立 . 
(3) 假定 不 存在 模 D 的 特征 х, 使 得 L(s x) 有 一 个 零点 px 满足 


1 
SS edes de 


= ï < DE 
1- ер 51- pgp ümeds D, 
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但 是 存在 有 一 个 模 D 的 特征 x, 使 得 L(s x) 有 一 个 零点 满足 





0.18 


Верх <1- ТУ, 


Д, 
D qs < Dr 
1 зор © Шар,| < D°. 


H5] 21, 有 
ô > (0.003) (55 一 j) бору! > 
因而 由 引 理 24, 得 
[H(p — Dl? < e-0908:30077) < 0.99995. (54) 
由 引 理 6,9,14,15,24 及 资料 [5] 中 的 引 理 За 和 3b, 得 


° 

x > IG = DF «2 |” e7 PINO, 0,1) 

xmod D px Hy eer 0<8x S1- Dy 0.18 
lyxistog р)-1 


E lY -аба-т5)А ° -(164-94)A 
« (330) / 2(1+ 一 一 je 4-6) e Хал 
0.18 0.18 i 


< 0.00001. (55) 


oo 


x» > |H(p, - DP 


v=0 xmod D ру=8у tivy о<8у <1- 0$ 


оде «Iis ма 


sY (ға) Г -160qN(À,1 4-0.5v, L.5 + 0.5 
5 2.475050 іе (4, 1 + 0.5v, 1.5 + 0.5v) 


i 0.5 X _(164-75)л ° -(164-94)А 
< (800) f 2(1+ 23). ал+6 [е ах 
0.18 0.18 1 


< 0.00001. (56) 


由 (54) - (56) 式 可 知 ， (45) REX. 
(4) 假定 不 存在 模 D 的 特征 x, 使 得 L(s,x) 有 一 个 零点 px 满足 


0.05 


Rep, <1- 一 一 < Р. 
ерх Śl- үер» Еа ру] < D 


1 
= = < 
1 一 3687 $ 


Al = min(1 — Re p, )(log D), 
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其 中 p 经 过 L(s,x) 的 所 有 非 除外 零点 ， 并 满足 Impl < De、 现 分 为 三 
种 情况 来 证 明 (45) RRX- 

1) s 5 S 50-49 nf, 由 引 理 22 & > (25)71(10-4)е—5#% (log рус, 
因而 由 引 理 24 可 得 


IH(p - 0f < e-(09005)710079e7599 < 1 _ (0.0006)е-58М, (57) 





由 引 理 6, 9, 14, 15, 24 和 资料 |5) 中 的 引 理 За 和 3b, 有 


У > IB (oy = ПР 


xmod D px=px+iyx 0<Bx S1- кар 


Ізхі<йоғ D)7* 


< 2f e qN(, 0,1) 
x 


0.5 1.25 . 
< (азо (12 f ет (094-60 43 + 16 e (64-70)X д 
№ 0.5 


+ че en MPa) 
1.25 


< 40e 1991 + 100е—47 


< (0.0001)(e758^1), (58) 


Уу; > Н (о, - 1)? 


入 
Px=px+inx 0<Bx<1- тру 
(1+0.5»)(1ов D)! < |sy1& (1.3--0.5v)(log D) 1 


= 1 2 [P isa 
< 一 -一 -一 E dN ; 5 А 
< (тесе) Га (А,1 + 0.5v, 1.5 + 0.5%) 


d 0.5 1.25 
< aaaf f уде-0-%ду + f бе (164-70) у, 
x 0.5 


Г qoem) 
1.25 
< (0.0003) (58%). (59) 
Hi (57) - (59) 式 可 知 ， (45) 式 成 立 . 
2) 当 0.49 < Л, < 1.25 时 ， 由 引 理 22 有 


—63А\ 
б> aca ер ) 
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因而 由 引 理 24 可 得 到 
| 及 (pi 一 1)? < g^ (06447 1)0073)e782 < 1 — (0.0004)(e 53%), (60) 
由 引 理 6, 9, 14, 15, 24 和 资料 [5] 中 的 引 理 За 和 3b, 有 
> Н-П < (Г еземндда, 1) 


xmodD , 5 зу 0c 51-0 
Ix [og р)-1 


1:25 : 
< @ава( f 20е-(164-79)А + n (2001-8932) ) 
м 1.25 


< 80—941 + 80е- (82001.25) 


< (0.0001) (63%), (61) 


Уу" Y IH- ПР 


v=0 х mod D px=Bx 十 iTX °<axSi- rp 


рН 
1 ? 164 入 
< ГЕ = у , 
УЗ (8 Y: ) 人 e dN(A,1 + 0.5%, 1.5 + 0.50) 


1.25 вс 
< aeo f 12-09-99, + f (ореол) 
№ 1.25 


< (0.0001) (е-63^). (62) 


由 (60) - (62) 式 可 知 ， (45) 式 成 立 . 
3) щл > 1.25 时 ， 由 引 理 22 和 23, 61 > e^ S (log DD)-1, 因而 由 
引 理 24, 我 们 有 


IH(py — 1) < e89 < 1 — (160)(e78™), (63) 


由 引 理 14, 15, 24 及 资料 [5] 中 的 引 理 3a 和 3b, 有 


> Y ІН(рұ - DF 


xmodD px=px+inx 0o<px<1-~ ES 


5х1 ов D)-1 


< 人 e 19 qN(, 0,1) 
À. 


1 





256 陈景润 文集 [1977] 





< aea [7 е-(164-83)^ qA 
№ 
< 10е- № (64) 


22 5 > IH (os -1)? 


= А 
90 xmod в, es ocu cir 


(2+5) 005 D)! <19х15 (2+5) (од D) 1 
> 1 iR 
«Y am] e qN(A, 1 + v,2 + v) 
0-0) Л 


<a ева 
т = (+) А, 


< 20е-81\ (65) 


(63) - (65) 式 可 知 ， (45) 式 成 立 ， 故 定理 1 得 证 . 
定理 2. 当 0.05 < À < log D, |to| < D* 时 ， 我 们 有 


QA) < en, 


WE. 由 引 理 6, 9, 14 和 15, 可 知 定理 2 得 证 . 
定理 3. 设 存在 一 个 模 D 的 实 特征 xi, 而 它 的 Цех) 有 一 个 除外 零 
点 pl = 1— 6, 又 设 在 正方 形 
А 
1- дер 5951 |t < Ds 
内 有 一 个 模 D 的 L 函数 的 零点 ， 则 当 0.05 < A < log D 时 ， 我 们 有 
61 > (200)-1e-8lA(log руі, 


证 . 由 引 理 21 ~ 引 理 23 可 知 ， 定 理 3 成 立 . 
作者 对 潘 承 洞 同 志 详 细 看 过 本 文 ， 并 提出 宝贵 意见 ， 表示 里 心 的 感谢 . 
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关于 华罗庚 教授 的 指数 和 估计 l 


m 要 
本 文 将 证 明 关 于 下 列 形式 的 指数 和 的 两 个 定理 : 


4 
504,700) = У eo, 


ж-і 


其 中 /(z) 是 一 整 系数 多 项 式 . 
L 5| ж 


4 
我 们 关心 下 述 形式 的 指数 和 S(q,J(z)) = D eO, 其 中 9 > 1 是 


z=1 
ЖҚ, /(1)- акт®+---+ас+ар 是 一 整 系数 多 项 式 , B (а1,..., ak,q) = 1. 
在 解析 数论 中 的 许多 问题 , 例如 推广 到 多 项 式 值 的 华 林 问题 , 都 希望 对 
于 大 的 4 能 得 到 S(q, f(z)) 的 精确 估计 . НР k = 1 BF 5(4, f(z)) = 0, k = 2 
的 情形 已 由 高 斯 和 理论 所 解决 ， 故 我 们 假定 上 > 3. 
对 于 多 项 式 f(z) = z*, Hardy 和 Littlewood) 证 明了 : 


15(9, f(2))] < c()g'7*, (1) 


其 中 常数 c(k) > 0 ЯР к. 而 且 他 们 的 结果 也 表明 : 除了 常数 c(k) 的 
具体 值 之 外 ,估计 式 (1) 是 最 好 可 能 的 ， 即 若 对 q 没有 限制 ， 对 每 一 上 有 无 
RR q 54, f(z)) = 4171. 许多 作者 对 不 同 的 多 项 式 作 了 许多 尝试 . 

因此 就 产生 了 一 个 问题 : 是 否 对 于 一 般 的 f(z), (1) 式 仍然 成 立 ， 最 终 由 我 
的 老师 华罗庚 教授 对 这 个 问题 给 出 一 个 证 明 . 对 一 般 的 (т) 他 [2-3] 解决 


了 这 一 历史 性 工作 ， 得 到 了 关于 q 最 好 的 阶 : 


|5, Бау) < кара, 


* 1977 年 2 23 日 收 到 . 
+ 原 载 Sci. Sin., 20(1977), no. 6, рр. 711 ~ 719. 
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其 中 > 是 素数 ，! 是 一 正 整数 ， 用 (2] 中 第 一 章 估计 1S(9, f(z))| 的 方法 ， 
很 容易 得 到 





1504. Ба) < с(ЕЮ)! 7, 
其 中 
e, 34 k > 8 时 ， 
a)24 s Y 1 
k 2<р<К3к/08-2) 、， 当 3<k< 8 时. 
在 文 [4] 中 我 们 证 明了 : 
Бо. Аа) < 079, p» КЁ B k > 12 时 ， 
2 > 1 
B |5(4, f(z)| < сок), ca(k) = k 2525 ,大 > 12 құ, 
根据 华 先生 的 方法 ， 本 文 将 证 明 : 
X21 设 人 > 3 是 整数 ，J(z) =at ++ ar + a 是 一 整 系数 
多 项 式 ， (a1,.….,ak,p) = 1, p ERI I 是 正 整 数 ， 则 : 








e2rif(z)/P | < cpi D, 
1<т<р! 
其 中 
1, 对 p > (к- ПУ, 
% кі, ЖЕ >p > (Е-1)к®, 
єзїк) = 
ki, XE DES > p» k, 


(k— kk, хір< k. 
定理 2 设 人 > 3 是 整数 ，jJ(z) = art +... таги 是 一 整 系数 
EHR, (a... apq) = 1, 其 中 4 是 正 整数 MJ: 
15(а, f(z)| < c (k)q! +, 
其 中 


W) eth, Xf k > 10, 
C4 = 
ecs(k x43«k«9, 


而 с5(3) = 6.1, с5(4) = 5.5, с5(5) = 5, с5(6) = 4.7, с5(7) = 44, с5(8) = 
4.2, с5(9) = 4.05. 
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H. 一 些 引 理 





引 理 1 设 f(0) = 0, 则 对 任意 互 素 的 正 整 数 q1, g2, 有 
5(аФ. f(z)) = 5(а, f(a22)/a2)S (a2, /(ч\т)/а). 


证 R [2] 中 引 理 1.3. 
ааа) = e2"iz/2. 对 非 负 整数 o 和 整 系数 多 项 式 g(z) = bur" +--+ 
biz + bo, 符号 zellg(z) 表示 : 


582 H f(x) = акт +--+ ar, pt (ак... a), 假定 
Plu + py) — Ни), 1 < o < k. 


证 A [2] 中 引 理 1.5. 

ЗІЗ 设 S(z) 是 一 整 系数 多 项 式 ，“ 是 S(z) = 0(modp) М m Ж 
Ж, p"|S(pr + а), W p^" S(pz + a) 的 所 有 零点 (mod р) 的 个 数 ( 按 重 数 
НЯ) 不 超过 т. 

证 见 [2] 中 引 理 1.4. 

引 理 4 假定 a > 1,7,k 是 整数 ，1 <7 


I^ 
ғ 
Ф 


М(т) = рч my. umo AXES 


则 M(r) € max(ka, a^). 
证 Шт>п-18, 
a™ +a” < amtn +а. (2) 
Шт>п>28), H a"(a-1)2a"-(a-1)18 


a? pan < amtl фат <... ат" а, 


因此 当 m >n > 1 时 ， (2) ЖУ. 
34 1 <r<2Bb, H (2), 


М(т) < (r — 1)a + att, (3) 
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由 (2) 式 ， 


А А 
Уау ç amtma-1 Уату +a S. < amtoime + (r — 1), 
ј=1 3-3 

Жтті,...,т, 是 整数 ， 且 满足 条 件 


т23, ті>тг>-->т,>1. 


因而 当 > > 3 时 ， 有 M(r) S (r 1)a 二 ok. 
由 (3), 我 们 得 到 
Mir) < (т), 


(4) 


其 中 g(r) = (r – Пача "1,1 < r < k. 注意 到 1 <r <k, g(r) = 


а-а" loga, 0" (т) = a^77*! (ова)? > 0, 及 (4) Ж, 8 
M(r) < max(g(1), g(k)) = max(ka, a"). 
于 是 引 理 得 证 ， 


585 HÆK k > 3, f(z) = a" - + ат + ао 是 整 系数 多 项 


Ж. (а1,...,аһр) =1, 其 中 p > 上 是 素数 . 若 p (E- 1), 11 
|507, /(ж))| < Max(1, Ming, (k – 157$*)yp'0- b. 
E k«p&(k-1)9,12 1 则 


|S, Дау) < 2р0. 
XE н [3] 中 引 理 1 得 
IS(p, /(т))| < min(p*, (k — 1)р 2% ре, 


因此 当 1 = 1 时 引 理 成 立 . 
假定 ! > 2, 1,.…,pr 是 f'(z) = 0(modp) 的 不 同 零 点 ， my,.… 
为 其 重 数 . 设 mi 十 … 十 mr =m, 显然 有 0<m< 大 -1. 于 是 有 : 


Iso" f| < > |5), 
1<<р 


其 中 
S= у, elfe) 


, Bu 


me 


(3) 
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在 和 式 S, p 中 作 变 换 r= ye pz, 其 中 y, z 各 自 独立 地 通过 下 列 各 值 : 
у=1,...,р 7%; 2 =0,...,p-1. 因此 对 1>2, 有 


S= Y У) elfut) 
о<у<р!-1 0<:<р 
ужу( ) 





= È eU9)» E elfu). 
о<у<р!-1 0<:<р 
v=v (тод р) 


RRA, Жожи,)-і1,...,”, WI 
Supi = 0. (6) 
Ж1<ј<ті> 2, Wl 


5ыс» Y, e(fu)-r Y, е(Қа ғара). (7) 
ати озим 


Я pI Gy + шу) — /(и;)). 由 于 
f(py + ш) - f(uj) = ш/а) ЮЧ") +. ET) ) + 
ji 


8 2 < c; < m; +1. рт (Ару + nj) - f(u;)) = eu, (у). 
若 ! > оу, S, 运用 归纳 法 . 我们 得 到 





[swal = epes (Om (Dp = 7^ |5 gu, | 


es 
< ое MSN m 17 $*1)) 


= p 07D max(1, min(pt , (k ~ 1)p-3*1)). (8) 


# Soy 由 (7) X8 S, „| <р", 因此 (8) 式 对 1 < o; 仍 成 立 . 
由 (5), (6), (8) 式 得 到 : 


St, /(х))| < max(1, min(pt, (k — Пр) pum 00) 
=1 
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X p> (k-1) Bf, Но Sm + 1, mcm = m < 一 1 及 
引 理 4 有 
y ES py < рі) max((k — 1)pt, p") < 1. 
j=1 1-і 
由 这 一 不 等 式 及 (9) 式 即 得 ， 当 p > (k — ПЕ 时 引 理 5 RE 
Щщ &<р<(&—1)#%,[> 2 时 ， 我 们 将 证 明 : 
|S, Кә) < трт" на) (10) 
由 (5)-(7) RAX 1 = 2 时 (10) 式 成 立 ， 下 面 我 们 用 归纳 法 . 
假设 上 < p< (Е- 17,2 <1< LB (10) 式 成 立 Sp» ki. 由 
GU DU A Ан py™ M enu) 
2 < oj < mj + 1, f8 а, (y) & p? (pfl) + 一 一 一 一 一 二 


(m; — 1)! 
pitis (р) 


nl )шоар). 因此 gu (у) = 0(шойр) 的 零点 个 数 不 超 
j! 


М ту. # k < p < (6-1), a; < L Н (8) Ж, oj < m; + 1, 3X (10) 
式 用 归纳 法 得 


[Su one] = 077 15001-9, gu; (9))| 


9; -2* +(1+1-в; (1-Е) 


< тур 
< mp ?* 4^ ttp +D- (п) 
当 c; > 工时 ， 由 (7) R 
lS, pn | < ре. (12) 


4 filu) = yp? - pt, WI f(y) = рї — (pi logp)/k, //(у) € 0, Ла) = 0. 
Ek«ptz(k-1F2, Rl ff) > 0, (k — 1) > 0. HX k < p < 
(6-0) <у<к-1, ЯЛ) > 0. S k < p< (k-1)75 nj, di 
1<m;<k-1# 
тур > рт. (13) 
1) L > ву >… 之 or: № (5), (6), (11) 和 1< m; < k — 1, 我 人 有 


[s(P^**, а) « рано ута, р < mp tat 
j=l 
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这 表明 当 工 > оу > … 2 or 时 (10) 式 成 立 . 
2) o> 20 2 L > 0 Z2 2 o, : B (5), (6), (11), 02) ЖЖ 
们 有 


М mjt! 
З(РЕН, f(z)| < тр Y] mp k 007. — (Q4) 
тізі 
令 mit +mn = М, mri+ ++ m, = Mb, ll М; + M> = т. 15 
1<j <r 时， 由 mi 二 1> 0) > LAR М, «n2nL Ls1«7*. 于 是 


1 21-1 
р-он 
sa«u(i- раны (15) 
令 haly) = yp ** Bl 
fig) =р® (1 - мож). 





ра (pee Milogp Mig?) > Ж 
ук yk y Б 


%4 1<r < M. Bf, Н (13) Ж, 


Р(у) = 


трлі < шах (rap) < Мур. (16) 
由 (14)-(16) 式 得 到 


|802", Га) < < (ni + У; mip e+ 上 pb 


J=rt+1 


< (Mip* * Мор!) oc poii (17) 


Xk«px(k-1) 时 ， 由 (17) X М, + M> = m 804 1 = L + 1 B$ 
(10) ЖҮ. 

于 是 我 们 证 明了 当 大 < p < (К—1)ї y. 1 > 2 (10) 式 成 立 . 由 
т Еро kH (10) RETTAR k <p (еч 时 引 理 5 成 


м. 
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引 理 6 XE EA 3.f(z) = art + нат + a 是 一 整 系数 的 多 
ЖЗҚ, (а1,....а.р)-1,р<Е ЖЖЖ. W4 1> IBUS 


|80". f| < (6 - 0250-5. 


证 定义 也 使 得 p'((kat,..., 225,01), p?! { (бар,...,2а а). № 
(а1,...,ак,р) = 1 我 们 得 到 pt < Е. iE ш, ua... hr Ж 


f'(z) = 0(modp'*"), 0 < z < p, 


的 不 同 特点 (mod p), mi,..., m, 为 其 重 数 ， 设 ml +- + m, = m, 93 
mt&k-1. 
对 于 p S k,1 > 1, 我 们 将 证 明 


St^. /())| < ЕЁ max(1, m)p'0 -9 (18) 


由 这 一 不 等 式 即 可 得 引 理 6. 
1)1<2(#+1): Bp < k RIA 


[St^ Ға)| <р = р@-Ё®рї < р рар < 人 pt 起 


于 是 当 ! < 2(t + 1) 时 (18) 式 成 立 . 

2)1 > 2(t+1): # u Z pp j = 1,...,r, 对 (5) 中 和 式 Sup 作 变换 
ж = у+р ttl; rh yz BATARA FERME: у=1,2,...,р!—!,2= 
0,..., p! — 1. 于 是 对 1 > 2(t + 1), 我们 有 


S= È 3 eU) P7 uf) 
о<у<рі-%-1 0€ z «pt! 
yzv( » 
pii 
= У) eG) Y сын(2Ғ(у)) = 0, (19) 
pis ame ES 


RP v žl = 1,2,...,т). 
35 p°; |(f(pu + ni) — Қи), WA gu; (у) = р (f(pu + и;) ~ Қи). 
由 引 理 2, 我 人 有 1 < oj < k. 
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# oj < 1, 对 (18) 式 应 用 归纳 法 .由 引 理 3 得 





БУЫ 5 әне - | E estos eom) 
«zu jümod p) у-0 


pl 
epu) E epe (On D| =P [S0 gy)| 
у=0 





< тукїр?з-ї+Ч-;)1-1) z тукёра- D $- 
< тукїр!@-Ю, (20) 


E oj z LU |6, | «p! = pOH < o- br < yo-D, 于 是 
оз > 1 Bf (20) 仍 成 立 . 
H (15), (19), (20) 式 ， 得 到 


[sc ЛӘ s E тка = њара, 
3=1 
因此 对 p < k, 1 > 1(18) 式 成 立 . 由 (18) 式 ， 引 理 6 得 证 . 
HI. 定理 的 证 明 


# p> (k- 1.121. 由 引 理 5, |S, f(z))| < p 72. 
# (k И > p > (k — 12, M (k — 1573 < (k - 11. 
ЖЯ (k — 1)2 > p > (k — ИЕ, Rl pè < (k — 1. 因 此 由 引 理 5， 6, BD 
可 得 定理 1. 
1 logz 一 1 


т t 5-42 加 =: , 
ФМ = pz MM = igr foz? (ыр > ° (对 
z > e). 因而 h(z) 单调 增加 ， 令 z(z) = 》 1. 我 们 经 计算 已 经 得 到 : 


P<z 





т 1.25т 
т(т)<---, 对 2<z ; mi < 一 一 ， 对 
(z) < logz 对 2<z<7 (т) < logz 对 z > 7 


由 定理 1 及 引 理 1 我 们 有 
|S(a, f(z))| < (k — 1 9 (707 о < еғәр-і, 


其 中 
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log(k—1) (КОЕК — 2) log k 
log k k? log(k — 1) 





F(k) = task ( 


(к= 12+ – men 
k? log(k — 1) Í 
经 计算 得 : F(k) < Ak ХЕ > 10; F(9) < (4.05)(9); F(8) < (4.2)(8); 
F(T) < (4.4)(7); F(6) < (4.7)(6); F(5) < 25: F(4) < 22; F(3) < 18.3. + 
是 定理 2 得 证 . 
作者 感谢 王 元 教授 仔细 审 看 了 本 文 ， 
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附注 : 本 文 付 印 前 , 我 们 在 Mathematical Reviews, 53(1977), no. 3 上 看 到 了 如 下 结果 : 

В. И. Нечаев: 

完全 有 理 三 角 和 的 估计 . (ЖЖ) Mat. Zametki. 17(1975), по. 6, 839 - 849. (ЖАУ, 
Math. Notes, 17(1975), No. 6, 504 - 511.) 

作者 证 明了 下 述 定理 : Я f(z) ЯК > 3 次 整 系数 多 项 式 ， 系 数 ao,a1,.….,ak МЕ 
(al ak,g) = 1l, 9 为 正 整 数 ， f(0) = 0; 那么 $ 


2 
[x eSa 


==1 


2, > 
егес 





此 不 等 式 改进 了 我 的 一 个 结果 ( 见 数学 学 报 ， 901959), 264 -270; MR22, #4691), 在 那 
里 我 得 到 Oq- 型 之 估计 .。 Нечаев 的 文章 用 到 华罗庚 与 我 的 方法 . 





关于 哥 德 巴赫 问题 和 得 法 * 


m = 
Р.Г 表示 满足 条 件 了 一 p= pi 的 素数 卫 的 个 数 ， 其 中 
了 是 一 大 偶数 ， p 是 一 素数 ， 本文 将 证 明 : 
т.83422С, _mp-l NE 
Que ^ ee cil ux) 


pla р>? 


РАБ < 


L | в 


"ue а LE ~ pme 1 
в-ж-хаш HW с. = ПП (o) 
ЎР.) 表示 满足 x 一 b = pi ЮЖ o АЧ, pi ЖЖ (уж 
示 满 足 p < т. p + = pi 的 素数 p 的 个 数 ， 本 文 将 证 明 : 
7.83424, 
P,(1.1) € "(legi ` 
对 正 整 数 4, 设 PG quz) 表示 满足 下 列 条 件 的 素数 p 的 个 数 : реа р = 
r(modq). p # c(modp))( <i<)), 其 中 p19,3=p1 <p <+ < pj S 


2-« 


SERE MARM Wg 1 sg Sal A o 2a, Ppa 5 
l»^ 


<< 
м» 





dsl г 当 1 <s<3 时 . 
Ap 5-1 log(t — 1) "nS 
j; dt 当 3<s< 5 时. 
оса ев, U, 表示 由 一 些 满足 下 列 条 件 的 不 同 正 整数 4 组 成 
的 集合 : 


4<г%%, |шөі-і. (9.7)=1， 著 plqg， 则 p >. 


* 1978 年 2 月 15 НИЯ. 
tR Sci. Sin., 21(1978), по. 6. рр. 701 - 739. 
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X 1<5 < 5, Ф H(s) 为 满足 下 列 条 件 的 最 大 实数 : 


1 4xC, 
Z Pen < У {mo} + 0 -a 


бшш) + o sm) 


(log q) 
对 2<s<4. 令 G(s) 为 满足 下 列 条 件 的 最 大 实数 : 




















* 4:С; 
Ра) 5 у (еее sas 5} 
(log log z)” 
-4 log(s — 1) + G(s) - |o ( 98-985). 
{ев EGU) | a ))) 
т 
"lease )] 
我 们 的 结果 叙述 如 下 : 
定理 1. H(2,2) > 0.02073. 
7.83422C, 
定理 2. Р.(1,)< (борт 
定理 3. амы) < 1894220 
(log г) 


Я Uy, 为 只 含 1 的 一 个 整数 集合 ,由 z 为 一 大 偶数 及 定理 1 我 们 得 到 
Р,(1,1) < P(z, 1, (37*)23) + zl 


< тәкә | - H(23) + €) +201 





2 7.834216. 
(log z)2 
BEAMER 7.83422. 
用 类 似 于 估计 Ру(1,1) < 22 的 方法 ， 容 易 得 到 
(log x) 
aj (1,1) < 183422. 


(ов х)? ` 
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于 是 得 定理 3. 
下 面 我 们 将 给 出 定理 1 的 证 明 . 





п. 一 些 引 理 


当 0 < a < a < 1-e 时 , B Sa 表示 由 一 些 满足 下 面条 件 的 不 同 正 整 
Ж m 组 成 集合 : m < ze", 若 plm, 那么 p> z°. 设 r(a) 为 方程 a mm 
的 解 (m,n) 的 个 数 ， 其 中 теє Sa, 1 < n <! ат 1, (n, P.) = 1, 车 对 
于 满足 条 件 的 (т, n) 的 方程 а = mn REE, WS т(а) = 0. 

设 w(a) 为 方程 a = mn В (m, n) 的 个 数 . 其 中 me S; zlram-1< 
n € aam, (n, Pi.) = 1, 若 对 于 满足 条 件 的 (m,n) 方程 c = тп ЖЕ 
在 ， 则 令 w(a) = 0. 

设 

Di —(logz) 9, p—zi-5, Н; = 220}, 


Т = ев", gll. —, 


Tala) = ша(а) = 0, 24 и(а) = 0 时 ， 
та(а) = wa(a) = 0, 24 (a.d) > 18, 
Tala) = т(а), wa(a) = w(a), 3 (а, d) = Vf (а) Z 08%, 








E dt 
h= > > saa) ( > 1- 2:002). 
4402 '|Ca&zl-e 2914р: e) 
(айға ap== (mod d) 
І 7! dt 
L= > % “9 ( > a.ccEt и] 
4562 а-а cazz ar = pla) 
[reram ора: (mod d) 
引 理 1. 我 们 有 


т 
Wi 1. < —— 
(logz)99 ° S (logz)%% 


MF 可 用 [4] 和 [5] 中 辐 样 的 证 明 方法 . 
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WA = 1, 20d» D. & g(&) = T ‚ИВ = Пт 

pik P 
жа) и? (Е) ik) г. Г 
faeta P» H Ps js шалы ые 


(кебуі (Бі 


1 
5е<о <ах 5. MJ 


У > Plz.mp,:) 


MESa т°1<р<т® 


< > У 1+0 (nam) 


MESa 1<n<zsl-atm-1 zolcp<min(tzo a /mn) 
(Ж.Р, ті (z—mnp,Pi pit 


«M Mt o(— =í зә): а) 


其 中 


ә 


m= у у [ E aj 


MESa 1&n£zl-om-! т°1<р<г" ` 4(т—тпр,Р, р) 
УТЫН 


Mi Y, > n NS 


MESa 11-өт-1<ө<:1-01е-1 ге) «pZz/mn ` d|(z-mnp.P,,p) 
(т. „)=1 





我 们 有 : 
M+M = У У uw У | X Y a 
QP; p 4›|Р, D тєбє MC Wert 
я, g 22 тпр (Mo 41:49 › 
Ж > X 9) 
zl-am-icnszl-elm-1 291 pea mn, 
(s Piet ==mnplmod 44 


设 vld) 表示 d 的 素 因 子 个 数 . 由 (2) Ж [Аа < log r, d < г, 我 们 有 
|M, + M2 - M3Ma| < (M? + M3 )(log x)?, (3) 


其 中 





ЕД 


dilPr,p də|P;.p фр (а,,4) 
1,42 
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м X> x X > 路 


MESa ~ in<zl-am-!l zel<p<zoe sl-am-lcncrl-olm-l x91 «pzr/mn 











(Py „)=1 ы 
$04 
m=- Y | m «( xr it») 
4< D? (4,х)=1 1<а<т!-° zal<p<za жа) 
z=ap (mod d) 
У 1 
РЕР 
+ У wao Í > 1- 2 外 
ті-е<а<г1-өз :91<р<га-1 (d) 
z=ap (modd) 
gn | 
m= Y gl X ort X кен) 
ао а (9) 1<а<ғ1-а sl-acacsl-dl © 


{а,4)>1 (а,4)>1 
E т 是 一 大 整数 ， 由 И], 123 - 124 页 得 


8 + 246)С, 


( 
Mss s (4) 


我 们 有 
M. = У { E o D s 


MESo ‘101 <р<та ( пт 1-е т-1 1-em-1<n<z/pm 
(Pi,z)=1 (пару) 


У 1 (5) 


MESa rel<P<ze 1<п<г/рт 
(тұр ті 


И 


当 1<a<ze 时 ，r(o)<logz; 当 zire<a<axlro $ ‚и (а) < logz. 
设 > 表示 对 满足 不 等 式 3“4) > (log z)580, (4) + 0 的 所 有 正 整数 d Ж 


а 
f. 由 [8] 引 理 3, 及 引 理 1, 得 


Mt < (loga) 9 + b) + (log z) 979 X se > 1+ ag) 


acp 12 pld) 
E naa (moda) 
r 
Mc e 
我 们 有 
M: түз Ib А ги(а) 
2 < (log z) 5. dl ie т(а)х° + Ro E E } 


{ad)>1 7(а,4)>1 
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32/4 
1 一 570 ( Я ) 
+(log z) > v) 


т T 
< (log г)595 — 
PS And (ов) 


Z (7) 


< (ауз 
由 (3) - (7) ж. 得 
92 > P(x, тр, г) 


MESa z°1 <p< r° 


«(шау у E 2 1eo(a e) (8) 


MESa 291<р<29 1<n<z/mp ов T 
(Ру )=1 


Zi(t) = 1/t, 1<#<2. 
(2.0) = 2100-1), t»2. 


ща <t< 3 时 ， в: =1+ [26-1048 


Z(t) = (1 +log(t — 1))/t, 21(%) = NM 


Hs AME log(s- 1) = —— 的 正 实数 . 由 于 log1.77 > ры, 
21. 1 
TII < s < 2.77. 因而 2(5)- <тта 4251584 


210) 20. 4 s < t < 3 Bf 210) < 0. Bk. E Suis S3. Ë 


n > 3. RE 2100) < Us 1763 < t < n, 则 容易 证 明 Zi (0) < — гін 


log 1.763 < 


‚п< 
1 
tEn-1. 因此 2M < Tm > 1.763. 
设 e<6< г Qv 表示 只 含 整数 1 的 集合 ， 令 Q 表示 由 满足 下 面 
条 件 的 一 些 不 同 正 整数 q 构成 的 集合 : 


15 
(logz)3 ` 
# pla, W p > т“, 95 中 4 的 个 数 > zi(logz)-4. Зи = 0, az = ô, s > 
1,1< m < 15. Ф 41 > 1,42, j = 0,1,...,т. 


шд) #0, (q.z)=1, zf <q < f+ 
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引 理 2. TEST ы )areem, ж 


12 а є 2402 


У П( > Prep Pri q*)) 


4€Q; j=0 ау cp, | Sq; + 


(але) зі өте (65212 ан 
logz 260. log ze Једну t logt 


IA 





l-ai 


г 
sarata. s log ————— 
qu pima dimai PN Mum 
(23-7675) от mad ОБ tm+1 log 2747 





BAL. 
证 由 [6]167 页 可 得 


>. ре (а) s) +o[ x): 0) 


ріп-р>у 


其 中 zx<y<z. 由 (8), (9) <, 得 
У П( > P(z pi pm+1g})) 


4€Qi j-0 ^ V/2j1 cp; <а/ 02 
» ("ims 


log z )x 1) 


469: 


И 








370 маны руин, Pen 
1-а 
s log ———— 
( 5 )z ЛШ 
log z2 oe log 27-4 
于 是 引 理 得 证 . 
我 们 有 
> Р(г,4,4%) > X [Pea at) = > P(z.ap.)) 
460 460 i 1 
q*«pSq* 


(ау) (0) 
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AN ñ 
其 中 2<s<4. ч q € Ux p < qš Bf, т < (= ) q < giri < 


22035 取 el = z. 则 


ғау» x I 4С, peso: 








460%, «С pla) log z logg 
1 1 
Pr 0-98) 
а plogg/p logp 
91 «psa? 


verna - Pags) 





其 中 2<s<+4. 由 








log q 1 
全 н(ш -1) - f н(: ЕШ =f H(t)dt 
1 EI 


at t(log t)(log g/t) a(1-— n)logg У tlogg 


4 


1 


i dt _ T da _ log3 — log(s — 1) 
43 t(logt)(logg/t) Ji оа(1-а) 054 - logg 


我 们 有 





в) > 0+ #©ш- an 
其 中 2<s<4. 类 似 可 以 证 得 
G(4) > f ае, (12) 
н> S8. (13) 
其 中 3<s<5. 
зе з. 


Н (2.5) > 0.01018 + (0.2044)(H(2.2)) + osean (н (2) 


-(0.05724)(H (2.7)) + (0.05812)(Н(2.9)) + (0.02925)(H(3)); 
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H(2.7) > 0.00541 + (0.202)(Н(2.2)) + (0.03526) (н 9) 
+(0.04537)(Н(2.5)) + (0.05682)( Н(2.9)) + (0.02865)(Н(3)); 
Н(2.9) > 0.000786 + (0.20029)( Н(2.2)) + (0.03458) (н(з)) 


+(0.04456)(Н(2.5)) + (0.0549) ( Н (2.7)) + (0.02823) (H(3)). 
E RNA 


roa dt Js ds ТШ dr 
yè tlogt Л s(lgs)? Js rlogr 


_ 20- а) + (a 8)log(o/8). 
log y 





(14) 


2.1 -— 
f logt =D y < (zig) noni —0.1+ A) € 0.0023432; (15) 
2 t 2.05 


14 (1.05 — t)(t — 1) 


7—-— dt < -0.0000377. 
(1+ t) 


其 中 A=2/ 
1 
2.3 E 

f ое < (уз) аз юв1з — 1.1log1.1 — 0.2 + A) < 0.0163666, 
2.1 

3 (1.2 — t)(t — 1) 


RTAS 2. (1+5 


е < —0.000226. 


2.5 "ON 
/ BCD y < (5) озь 1.5 — L3log L3 — 0.2 + A) < 0.0279039, 
2.3 о 


而 A= 7, ° ыа y < —0.0001548. 于 是 可 得 : 


3 (14 t) 
2.3 - 
/ SEC Da < 0.01871, Q6) 
2 
2.5 5» 
/ Ба < 0.046614. (17) 
2 


2 3.5 
p log (2з = eu) à 
1. 


t > 0.027419 + А, + 0.064194 + А 


2 0.134054. (18) 
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其 中 





лу =2 [1-21 h > 0.028865; 
i RE 


25 
= м=2] СЗТ dt» 0013577. 








t(11.5t + т) 
3.3 
.3 log 2.3 一 
( ; тз NER RS (9) 
1.7 
AT А= A is 1107 157 > 0.029638; 
"ha t304t+7) ©” ; 
3.1 
log | 2.1 一 
/ S (ет) > 0.006349. (20) 
19 t 
$s-6-r- EE вант сс — а d: 可 得 
s(1 “е -) 
G(e-,-9—t 
ү ( үлгі 5-" G(s)ds 
й= / { (21) 
т-і t T-r-$ ‚(1 == ==) 
6 一 7 
其 中 2<7<3. 
由 (11) 式 可 得 
L — a > (0.255412)(G(4)) + (0.09782)(H(2.2))) 
“ 2 ( Е 35 7 
+0003 (s (3) + (0.01762) (H (2.5)) 
--(0.019655) (H (2.7)) + (0.01825)(H (2.9) 
+(0.00865)(Н(3)) + А, (22) 
其 中 人 二 (нау [^ — <a > 0.036365Н(2.2). # 2.5 < 
(1- ss) (+3) 
7r<3, 则 有 
255 Р(,4,4') < У (Ми + Мол), (23) 


чє9: 469; 
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其 中 i=1 或 i=2， 





ұз: Е 
Ма-?2Р(гаа5%)- У)  PGpe497) 
qui peut 


Му = > Р(г,р1рз4,р1)- У) Р(т,рфр). 
9817 epi pa eut а «раў 


我 们 有 


Ma2 < У Р(х, рірэрзф. рз). 
ЧУ epi epacpa ca? 


由 +r 之 2.5 得 (га - 2) > 2. 于 是 由 (4) 式 及 引 理 3 可 得 


4z1-% C; 1 2 
X Me s (Ar) 25 Gea) (ге) 
«cà. loggz «cà. logg/ X1.763 


(а 12 + 6log ="), (24) 








Баз (Secr) (ыз) 


469; «0, (954 


(47 SC Da +,-2н(в-т)) 
ES > (рет) (ө(5-,- 65276) 


ға(в-,- ene) 


е (5-т- 9р) +6(в-т- 6-і») 
1054 1054 


А plogg/p 
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[1978] 
知 ， 成 立 
1-а, 
Xua (SES) E (g) 


5—r КЕ 
(2+2 в Пана 2Н(6 – г) 


quu peri us 
由 (23) - (25) 式 得 : 


X P(z,q.q*) < (шеге) x (s): «T log(t - 1), 


1054 [4 


1 š 6 一 7 
(za) (ar -12+ 610g 229 
9) не) 
-Г +1) 











-1 2t 
-Н(6-т)- e}. 
因而 我 们 得 到 
6-т 
5-,С(6-т--- 
H(r)2 H(6 —r) + Yr) Т a D, -3e (26) 
Ж825<г<3, 


Ут) = ү wU nd] 6 а ixi) dt 


-1 2t 





6-r 
EE log(t — Du = 4r — 12 + 6log > 
2 t 1.763 





由 (17),(18) 式 ， 注 意 到 


3.5 


3.5 
log (2 5- eu) бор 73 ә 
2.5 2.5 ES og 
Уо.) x x ЕІ -f log(t Da (5 2.5 

2 





1 1.763 
> 0.00973; 


(27) 
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由 (16),(19) 式 ， 注 意 到 





3.3 33 
23k 2.3 - 一 一 a M 

Хо.) > ти Si. вело, снаа 
m ar 1.763 

(28) 


> 0.00513; 


НТ (15), (20) 式 ， 我 们 得 


21-343. 


22234 
» 6log 29.5 0.4 





уе) Zu и ( E), f t- 


2t t 


> 0.000745. 


由 于 (12) № (13) Ж, 48: 





1.763 
(29) 


4 4 4 G(s 
G(4) > Í Oy = > / ж S8, = 2e > (G(4)) Mi + М, — 3e. 


1-1 


其 中 
4 


4 log ;一 了 2 4 
=i 4 4- 
м =f —t-1 TIC 3) 2f 
NK RC 083) + am 


e [t ep ta 


т+1 


755 dt > 0.13955, 


rtl 





- [ £8, [^ PHIL, ене sir 
ME) 3 


= Ms + Ms, 


ноу [= 7220042), dt 
tr t) 





кү тем 


(r- 1? 
rst 





[S e Gr 
得 到 
0 





Мз > (42) (5 十 =>) > 0.01157H(2), 
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rtl 
pH, 567g H(r) "e 
м = Í i af Z - a, [ H T dt 


ау P Ar- 2)H(r) 3 H(r), /4 4-t 
> (кє) f т(к+4) w+ 7 “| (25 


> 0.00629 (2.2) + 0.004778 (3) + 0.00648H (2.5) 











--0.00838H (2.7) + 0.00888 H (2.9) + 0.00459H (3). 
因此 我 们 得 到 


1 7 
> | 一 一 一 Қ А X = А . 
Gu) > (саз) {о 01786Н (2.2) + 0 ooa77 (5) + 0.00648H (2.5) 
+0.00838Н (2.7) + 0.00888H (2.9) + 0.004591). (30) 
H (11) 式 得 : 


[Г ба» (ен Гар t 
= js do, [na d 
log $ (G(4)) + (0.003059)(H (2.2)) + (0. 004991)| H T 
3 


+00. amm 5)) + (0.01395)(H (2.7) 
-(0.01678)(H (2.9)) + (0.00926)(H (3)). (31) 


[Paa (nam, рар ama, 


egens т 9. 


2 
чн) “t tt 

> (log 1.2)(G(4)) + ee + (001072) (m (3)) 
+(0.01257)(H(2.5)) + (0.01403) (H 2.7)) 
(0.01302) (H (2.9) + (0.00618)(H (3) + A, (32) 





其 中 
4 4 
А= (ноу( — 2log 35+ 6105 1.2 — 6 log эз) > (0.025671)(H(2)). 
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当 3.1 <г< 3.5 84, RNA: 





нәз Sa ку dt — e. (33) 
我 们 有 
2. 2.3 (t) 
bo 9n (ERN 





> (053+ TE HO) 
«eno f | ть — Е. 


1 187 t 1 
2.3 Í w e l 
t(t + 2) % a: 4) (t+ 5) 


> (0.23452) (G(4)) + (0.08982)(H(2.2)) + (0.01379) (# (3)) 





+(0.01618)(H(2.5)) + (0.01804)(H(2.7)) + (0.01675)(H(2.9)) 
+(0.00795)(H(3)) + А, (34) 


其 中 


i 23)(9 
^ = (H( 2) [we 23 = 1210g 2 + si g 2909) 


-(в)(ө%)-(9) )) 


> 0.04083Н (2). 





我 们 有 


[9а +f. Su ger 


28 Nis 
2 (кєз + эз) (сч) + f. EO) 


«ae» [7^ 22 


人 
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> (0.22439)(G(4)) + (0.08594)(H (2.2)) + (0.0132) (н (2) 
+(0.01548)(Н(2.5)) + (0.01726)(Н(2.7)) + (0.01603)( Н (2.9)) 
+(0.0076)(Н(3)) + А, (35) 

其 中 


2.5 3 
А = ure пов 25 一 12036 





21 /5 1 31 
n G i 18.6(1 - =) N e(t 十 5) )) 
> 0.04327 Н(2). 
由 于 (31) Ж (32), 有 
É SDa > (log 1.6)(G(4)) + (0.04609)(H (2.2)) + (0.01571) (za(3)) 


+(0.0215)(Н(2.5)) + (0.02798)(H (2.7)) + (0.0298)(Н (2.9)) 
+(0.01544)(H(3)). (36) 


由 (26),(27).(21).(22),(36),(33) № (30), 我 们 得 到 


4 2.5 
H(2.5) > 0.00973 + Í 99 +f L8 c idi 
2.5 2 


> 0.00973 + (0.19529)(H(2.2)) + (003475) (2) ) 
+(0.04458)(H(2.5)) + (0.05469)(H(2.7)) 
+(0.05553)(H(2.9)) + (0.02795)(H(3)). 
于 是 引 理 3 第 一 式 得 证 . 
由 (26),(28),(21),(33),(36),(34) 及 (30) 得 
H(2.7) > 0.00513 + (0.19132)(Н(2.2)) + oosa (n (3)) 
4- (0.04298) (H (2.5)) + (0.05288) (H (2.7)) 


(0.05382) (H (2.9)) + (0.02714)(H(3)). 


于 是 第 二 式 得 证 . 
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由 (26),(29),(21).(33),(35),(36) 及 (30) 得 : 
万 (2.9) > 0.000745 + (0.18968)(Н(2.2)) + (0.03275) (n(3)) 
+(0.0422)(Н(2.5)) + (0.052) (H (2.7) + (0.05299)( (2.9) 
-- (0.02674) (H (3). 


于 是 第 3 式 得 证 . 
引 理 4. 


н(7) > 0.01411 + (0.15847)(Н(2.2)) + (0.04353)(H(2.5)) 
+(0.05365)(Н(2.7)) + (0.05468)(H (2.9)) + (0.02759)(Н(3)). 
证 . 
y ds E а 
р ты Plus = (log y) (8- a + alog 5). (37) 
dd, a-b- 8065 


à 
У а Е 
--- я 38 
f; aal s(log s)? logy (38) 
k 


rd dt и ds j^ dr ШІ; du 
yè tlogtJjt slogs Js r(logr)? J, ulogu 


MEN оен (me) + (5) (m5). в 


т > n, fill 


= x sf dicic 























3 log(m — 1 — mo) - log L—* 
= f tdv, 
2 v(1— v) 
其 中 m,n 是 正 整数 Soc ap я 
8+1 ®(1—%) 8 v 
而 
ide fà 4и 
Г "i Ш1-ч-?) 
m-1 log { m — 1 — —— ) - log(s — 1) 
=f 区 Е) di (40) 
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Жӛ>ш>ч,т>тп>2,Ш| 


Et = ds 
а rJ 5(1-т-з) 


E rdum тз Жы (6-15), (41) 





我 们 有 


2.75 log(t — 1) 1 
[OD (sas) (f "нё 


5 
1.75 (1.625 — 9 (lont + к 5) 
+/ 15 а} 
1.5 1+ 


1 1.75 3.25 
< | 一 一 log —- - 0.7! 一 一 
< (555) {17° 15 0.75 + 11.25 log 3 





一 26. 25( қ 258 — log 2321 + (log 1.5) (log 1.1) 


< 0.0460634. (42) 


3 log(i—1) 1 ) 2 2 (1.875 — довдаг) 
fa E ais (== { Í. чы 1.75 1-і 
1 2 уш 
enim ыы I 
< (баз) (255 15-075 +127506 Z 
ae 3 T 
075 /\ °®975 9835 
torta (iud) 
d 106 75 
<0.0545477. (аз) 








由 (17),(42).(43) 我 们 有 
f wt Da < 01472251. (44) 
3- n) 


m ігі 


i dt > 0.2071219 + А > 0.246191, (45) 
2 


其 中 
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3 = 
А = 2f В m > 0.0390691. 
2 


(1и +2) 
我 们 有 
log (s 4 log 39t — 13 
2 E 19 5 2 96 19:119 
jo twn) pex usa 
> 0.0846806 + A > 0.099797, (46) 
其 中 


2 201 一 32 
A= 2f dt > 0.1454644 — 0.130348. 
16 t(58t +6) 一 30345 


Hi-cls 2BHRUTE 


ñ 
з X Р(2,44?) < У (Маз + Моа), (47) 
46%; 460: 


其 中 


Муз =3Р(т.69)- У) Ра, - Y, P pog!) 
аі әсе! qi epzai 


1 
+ > Бі(гірірг0,4 3); 
яф<рю<рз<4% 


Ма- У) P(z,ppqp)- У) P(z,pq.p) 
dep epa sa 4 <р<а? 


д 2 P(zpppsopi))- У) Plz,pg,p). 

at «pi epa eps cal E 
我 们 有 . 
Мы < > P(z,pipapaq, p2) 


dd <ру<рз<д% pa ea? 


d > Р(т,ріргрз4, p2) 
at «mi «gl «pa <pa co? 


* 25 P(z,piypapapaq. pa). 
а <р <ра<ра<ра a? 
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1—4 3 log(t — 1 
Yon < (= =) Y (a )(+з/ ДАМ + 2e 
9eQ， OBT / еб; ` BI 2 











4 4 
log E =) 3 log (2- ги) 
3 3 
-/ tl a- Í t+1/ i 
і 2 р 


da [5 1-Н(2 
+ Кесе d - 3H(4) 








ж ub -f s(- тады) 


由 (40) 式 我 们 有 


fep dis peterem, 


因而 有 
E Mas < (* E ) X (ва) (+ +2 [080 Dai ze 


90: 


ре) не * 


[ay 








-3H(4 Күзен „е 


由 (2) (1-2-5) =, ао (37 - (39) 式 , 得 





8z1-%C; 1 d а рі o dv 
mu s (e) 25 (са) (Ја sas Í 
> s logz X 1.763/ \Jał ulogu Ju — v(logv)? 
d ао | qi du р) de б} du ) 
43 wlogw ЈА ulogujjb w(logv) Je wlogw 





v? du qs dw F dw ү ш 
ki a? eii, uu w(log ш)? Jw roi] 
(Em) 0.06839 

logz 054 ` 








< 





460: 
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又 有 
4 
16 log (3 — 一 一 一 
16 ті Я 
/ pr. 00 > 0.04582 + A > 0.057811, (48) 





其 中 





16 12t 一 16 
= > 0. А 
А 2] 50224 > 0.011991 


由 (47),(44),(45),(46) Ж (48) Ж, 48 








x Р(т,4,4') < (Er) > (1) 
4 4 
( — 0.013652 — Н(4)- h jet: ы), 3 Г «(4 uu) Ж 
-en [° s № asi) 
因此 我 们 有 
i.q 


н(7) > 0.013652 + на) + ur) [° “f Sü-.— 





G(s- Үл) «(4- 1) 
+ 人 3 às f 3 dt. 


3 


Фу-а- ыша Pass OD 式 我 们 有 





[are і с 


ЖЕНЕ 
> (3) few f Oa + a) (ves)}+A 


> (3 3) (G0) + (0. 02385) (н G )) + (0.02797)(H(2.5)) 
+ (0.0312)(H(2.7)) + (0.02897) (Н(2.9)) + (0.01374)(B(3)) 
+ (0.16193)(Н(2.2)), (49) 
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5 8— 3t 
A- ча) f° — dt > (0049361) (2). 
ш ( -)%+) 





з Н(2 )log —— 3 


(3 PIGER | Ela А 4-7) 


l-- 
1 3 


) 
y 1)(H(2.2)) + (ов =) eG )) + 2. 5) 
ат) 


2: 2: Nne. 7)) + log 2 27 (H(2.9)) + og 25 (五 (3)) 
2.9 


м 








2 

3 log — 3 = 

f ta 2 人 mS sui > 0.034751. 
3 (1-1) з (1-)е+о 


因而 


4 
ГА окен) > (в ;)(6« + (0.07339) (Н(2.2)) 


+ (0. 02385) (н (1 )) + (0.02797)(Н(2.5)) + (0.0312)(Н(2.7)) 
+ (0.02897) (Н (2.9) + (0.01374) (Н(3)). (50) 


H (40), (44) № (45) ЖЖ 





р 6 vex (57 io) 90-0 x 
1 а Bl-a-B) J t 
> 0.0989659. (51) 


由 (49) - (51), (13), (31), № (30) 式 有 





[1978] 关于 哥 德 巴赫 问题 和 和 法 289 





н(7) > 0.013652 + (0.1533)(Н(2.2)) + (0.03268) (m (3)) 
+(0.04211)(H(2.5)) + (0.0519) (И (2.7)) + (0.0529) (H (2.9) 
--(0.02669)(H (3)). 


于 是 引 理 4 得 证 . 
IH. 定理 1 的 证 明 


我 们 有 
à 


V = |" dr 
pe ma) 2; r(logr)? 





- š (52) 
logy 
1.6 108 (з г) 
/ и > 0.0480584 + А > 0.079866, (53) 
L3 
其 中 
A= f” 20t — 24 dt > 0.031812 
рә (4622) = Е 
由 (46) 和 (53) 式 ， 我 们 有 
2 log (s 5- 4%) 
f 一 > 0.1796665 + А > 0.2784415, (54) 
1.2 
其 中 
35-1 
Deep 
一 — > ——— dt 0. 77. 
A= J ,— El at > 0.0931345 +2 5592 098775. 
我 们 有 3 
2 log (25 = =) 
2 一 一 过 > 0.03877 + А > 0.046314, (55) 
в 
其 中 


28 一 


t > 0.007544. 
4-2, m JE i 090 
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# m > 2, 1 > 4, WJ 














т (1-2) &/1\/m-2\ 
[oem (56) 
由 (56) 式 得 
25 (#2) 48 [25 (1-2) 4 
L П t Si Í # @ 5 370105) 
因此 : 
"ER 3 
БІТ 2 (4-9 (2-2) 
1 p 4s ef {= + ма + 2436 Іш 
< 0.015442. (57) 
(56) 有 
2)3 7 
[= 2: sYs 3 27 IN < 0.00424, 
= KUY) 
5 
ГЕР“ < oov. 
因而 
юв 221 А i 
3 ЕЗІ 4-2) (1-2) 
1 ш < 人 e + SI ^ 2430 5 
< 0.048196. (58) 
我 们 有 


35 4-3 
— rer dist; > 
f zaar q 1 at < 00008491 


3.5 2398 3 3.5 _ 3\3, 
/ (1-3) st < (5) (5) + (t Е 
з (Қ134--1) 28/\93 з ТҚ134--1) 


TI 
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进而 





22-1 


3.5 log ———- 3.5 3 
1-1 3(t- 3) 28(t — 3) 
— ЕЛ < 0.034398 + 2f { + Lat 
7 П 5 5 зи 3036 1) 


< 0.039496. (59) 





> 


n log(t — 1) 1 n bog (n- 221) 
f(n) = f DEC da- (3f Ей 


t 
2t-1 


-Of Ea 
fn) = са 1) 106(п-1) _ (2) Г зь р 
(a) (вт) 
3 n»28 H f(2-0, 得 


log( ) log п ЗІ jp il 

? Jog(t — 1 (f 141 n {+1 
—— - |- = 

/ : dt / ІЗІ ш. (60) 


t t 





WaeQi G¿=1 8 2), W 


3P(z,q,q22) < 2Р(2,49%)- У Р(трьр)- Y, Ple, pgg) 


9 <р<аћ gt <р<4 


г У Pl(z,p1p2g, Di) +Р(т,9, 433) 


Ч <pi<p2<at 
- 二 Pzpgp)-3 У) Р(трр. (61) 
935 <р<аћ 41 сат 


" pe^ id 
P(z, qq?) < P(z,q,q*3) - 3 > Pep) 
415 <p<gt 
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1 
-5 Х PGregqm)t. У) — Pans) 
I E 415 cpi cpi col 


- Y P(»- Y (2, арр (22)*) 


qpip2 
а <р<4% qi epi «poco? 





- > Р(х, gpip2p3, pa) 
d 


3P1P2 





аі <р, <ра<а3% > 时 >pa>( 
- У P(x, gqpip2p3, p1) 


і «pn «papa qs 


А 
+ У P(z, gpip2, 9*5) 
gl epi sas epo col 


= 5 P(x, qpipaps. pi) 
475 epi cad pascat epa cal 


Е > Р(т,фрурэрр\)+ У) Plz,gpip2,p1) 
ҒЫ «pi «pa cq s <рз<д% 935 <р <рз<д$ 


- > Pap) > Plz, gpipa, pi1) 
aè <р<ай 975 «pi cad «od epo c t 


十 > P(z, qpypz, q*5) 
gt cp EL «gl epica 


x > P(z,qpipo2pa, pi) 
475 «pi «ad epoca s epa ck 


- > P(z,qpipops. pi) 
dioec abest 


Ж > P(z,qpipa, pi) + > P(z,qpip2, P1) 
935 <p <a? <p ca 9% epi epa cat 


- > Pa». (62) 
4 % «psa? 
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我 们 有 : 





Р(г,а.43) < Р(т.4.413)- У) Ple, pa g7) 
аса 


十 Ж P(z, gpip2, p1)- 
а cpi «pa ca: 


1 
>. P(mpem)-5 У) Pemma) 


415 «n «pica? q35 <р E 
1 dà 
+ У] Р(2,р1рд,4*5) 
415 epi epa eod 
1 
Б У P(z, pipopsq p1) 
915 epi epi cpa cot 
1 
+5 » P(z,pypoq pi) 
425 <р «qd <ра<а?1 
1 ЕГЕ 
+ > P(z,pip2q, q*5) 
ads cpi «al epoca 
1 
E > P(x,p1p2p3g, pi) 
4% <ру<рз<д% <рэ<@ Т? 
PS 
+ У) Рі(гріра4%5)- > P(z, pipəpaq, рі) 
di <ра<ра<оћ 495 «pi gd po cp cad 
- у] PGanseep)- У) Р(тррфр) 
аі <р <ра<рз<4& <р Sah «poa? 
t > Р(т,арірз. m). (63) 
4% «pi cpa xa? 


对 i=1 或 i=2, 由 (61)- (63) ЖЖ 


5 E Бг.ааз)< Y (S) +50 + s(9 + 600), (64) 
469: 469; 


其 中 
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S -2P(zqqu)- У) Р(т,ра,415) 
q35 «pota 
1 1. £e 
-5 > PG 48)- У) Ра. 4р, g) 
ах <р<% 4% «pco 


1 tin 
+5 È Р@рюрфа#) 
47% «pi epa cot 


+ > Р(т.р1рэ4.4*3) 
аз «nisal epis a 


se a 
+ > Ple, pipaa) + Р(т.рір24,4%5) 
«А <р. pool 94 <р. 543 «gl «po co 


1 
+; У) Р(тррәфр)+ > P(z,pypoq, рл). 


475 «pi cpi «gt аз cpi xal «gl epa cg 
Sj) = 2Р(т,4,4*) + P(r,q,9) -2 У Бра, gt) 
Aà 


d. 
* > P(z, pipaq, q*5) 
аА <рі EL ETT 


ES 


92 P(z,pipoq, (q/p1p2)37). 
at <р cpi cass 


$ 1 
5-5 У) Раррар)% 2 22 Px, p1p29,p1) 
415 epi pa «od 915 epi Sq epa as 


1 1 
-3 È P(nap»-; > P(x, pip2p3g, pi) 
Жы «psal аз <рі<р2<44 «paco? 


1 
=> > P(z,pipopaq pi) 
415 <рі<ра<ра<4і 


x У P(z,pip2paq, 1) 
9% «n «i «pipa al 


= > Р(=х,рір2рзф, mi) 
` алі <m Sat epa ca T5 <ра<ай 
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一 > P(z,qpip2pa, pa). 
41% <ру<ра<435 ad >ps>(a/pipa) 72 


5% = > P(nppepn)* У) Plz,pip2g,p1) 
я%<р‹<а% <> <q а <р1<рз<4% 


+ > P(z,pipoq, pi) + У) mFP(z.pipaq,n1) 
435 epi epo cat 9$ «pi epo at 


- > Plzpgp)- У) Р(турфр) 


at psal а «рай 


- X>  Pmnmmen)- — У) Р(турурәрзфр\) 
ql <р <ра<рзаћ alepi pa pa cq 


- > Р(т,рурэрзд,р)-3 У) Plz,pg,p) 
gt <р <р <435 «ps ot qË раза 


- > Pl,pg,p). 
«Ё рса 


对 ;=1 或 1=2, 由 (64) ЖЖ 




















1-а 3.5 = 
у; p (878) y. (2 0, реа 
«cQ. 987 / оед, (084 2 
1 4.5105 p 
-на)- > ( ) (өм 5 ) 
lo, 1 
уф plog q/p 54 
+G («s S EP) zb 53 ( l Үю (ss z treni) 
logg 2i i plog q/p logg 
415 <p<9 
sofas thie) ys (эш маш») 
logg i & plog g/p logg 
83<р54 
_ 23) 1- Н(2.2) 
«(ss bea J) 25 ERR = 


4 
а cpi gps cet epo a PiP2 108 py 


1 Ў, 
6 ass tu) 
өз <ру<рз<4{% Pip2 log Pip2 
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1 1 1 
SUL o ee 
1 475 epi Sq epo ca pmpilog == 
(1 - (as - озен) 
logg 
1- н(а5 = зит) 
+ È "e dm } 
gè <m<psg? рур? 108 ppl 
Ж5>і>т>22,2<п<5,ШІ 
|ы (5-55) hod Qui cr] 
+ plog q/p logq logq 
4 <р<4% 
(1 ~ e)dt nlogt гү) 
> 一 1 一 = 
7 n "esi [ve (^ i logg ) +6( logg 
n n 
га bog (ар) +6(л- р) 
>(1- Я 
>а-ә f т dt (65) 


由 (65) 式 ， 我 们 有 


— 1 3.5 log(1 — 
Y sp s (S569) (yz (+ [ett Da n, 
460; g d. , 





cg, 1089 T 
Е 4.5 
ег 1 as be (35 р) 
12 4 zh 


5-45) I 
а зз do fà 48 


И 人 Е 1 x= —2H(4.5) 一 1. s(5- 1), 
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4.5 
MD gis Без) pem, 
72 " t 


epe e, наз 9) - Jd. = J: (наз 一 4.5a 


—4.58) + н(—^ 2 1)) ND 


da [3 H(4.5 – 4.5a 一 458) у 
e xd. B(1-a- 5) 








-fs du | H(4. 5- 250130 aj). (66) 


当 i=1 或 i=2 时， 由 (64) 式 我 们 有 
xe) (age [nt 


25 log(t — 1) | 
+Í n dt + e — 2H) - на») 


i 4logp 4logp 
-2 (zs) (o (2-12) +в(4- ) 
> рїов4/р/\ ^^ log q logq 


gleos ol 











* — — 


q 
qki sa epica! pipa log оз p å< pi cp qas pipa log э: 


4r! C, 1 3 Zlot = 1) 25 log(t — 1) 
< 
< ( log z (жеде a+ | ; dt 


469: 
JP fcio SL gcn 


4 
e - 2H(4) - H(3.5) — 2 人 eu), 








a[ в(4- ry J. 2p re ав 


а- 8) 
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Zu s da da ye à 5 аз). (67) 


当 i=1 或 i1=2 人 时 ， 由 (66) М (67) 式 有 
(CD 5) (45746. ( 
EsP + 8 ›<( Е Xx iz) ^ №), (68) 


460. 
其 中 
3.5 -€ 3 Е 2.5 = 
м =5+2/ С Dasa f d Dat f өзі: Da, 
2 


НЕТА а 8) + +=} 8(1 — 8) 
f СЕ а- 8) qu ji. o - b) 
UL ac m cow теді 


ү (22-22. E joel (35- ет) 
+1 dt 


























3.5 G 
№ = 2H(4.5) + 2H(4) + H(3.5) +]. 
45 


денет) ce. +, at), 


2з 


ef gis E М RO 


ui Es Mr a- jw e Bü-a- a3) 
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3.5 = 3 X 2.5 p 
м = 5+ / log Dass өкі Data f — Ми 
3 2 


其 中 


м 





+1 + da 4Ч H(45 — 45a - 458) дз 
2 жел 


b-a- 8) 








1-8 
1 Fda i HG 430—428) + Н(12 -1 
2/2. а Ja В(1-а- 8) 
3 do fì H(45 — 4.5а — 4.58) 
+) 21 Ва -а- B) 48. 





t 
4.5 


s mE 0) 


2 t 2/Л2 t 


.5 . 
2.5 log (25 一 2%) 2 log (25 22895 
t 十 1/ d 





4 
1 РЕ n 
РЕ ов (3 ЕТТІҢ 


-/ ; t- ^ ; ы (69) 


4 


2 5 t 2 t 














P P Г Bü я «fi А ва и 可 





) 


.5 
B f” log(t — Das f lgt-1, 1 J: log (35- 1 
t 2 1 
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зз da (3 dB ss do [ss 18 
kf иже, a Ja Bü-a-By 


由 (40) 及 (41) 式 得 








t 


4.5 
log (з. 5 一 4%) 
3.5 v ,5 
М = (/ с Da- f ttl) 
3 3 
~ 4 
s log(t — 1) — log (7 г 


ош p D, 


«f 2n : s e з log(t - 1) — los (3 EM 
8(1-а-– t 

dU i se а- 5) 

P log (s- gi) log (s5- 2 ady 


2 














23 da 


EIN ia) 


4 pee 28) eds), 








3.5 4.5 
2 log (25 一 аа) — log (ss - cu) 
«(f tl t+1/ ж 
з t 
$ 
+f ба [ss 48 ) 
1 aj} В1-а- 6) 
=0. (70) 


由 (60) 式 我 们 有 
4.5 2t-1 
log |3.5--- 35 log —— 
35 log(t 一 1) 1 [35 ( 4%) LU +1 
/ ы «-3/ - a=; f а 
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Ы 人 - 2-1 
[58-95 if 5 in а-іР біт, 
2 t 73 2 t 


log ( : 3.5 ) lo 2t -1 
2.5 Š 2.5 тету 25108 ---- 

2f log(t Da- [ t+1 а= | +1 it. 
2 t 2 t 2 t 





因此 由 (69) & (70) 式 ， 我 们 有 











өдісі өсі 
2.5 3 
t+1 1 t+1 
м =5+ / ғ zh + dt 
t-1 45 
3.5 log 2 2 log (ss = 5) 
1 іі 1 l^q 
2% t 2Л2 t 
4 35 
PR 1 Bl I 
A os (3 ri) i [А oe (2 TUM 
22 t з t : 


H (57), (58), (59), (54),(46), (53) 及 (55) 式 得 
N. < 5 + 0.015442 + 0.048196 + 0.019748 


= (9 (0.2784415 + 0.1796666) — 0.046314 








<5- 0.191982. (71) 
A 224504 4.5(45- y)dy 
Фи =45 Ромен = a5-y t^ yas-yy ДЕДІ 
4.5 
3.5 «(45 a ^ш) 35 4.5С(у) 
/ ; dt- М vas tt > (GU) (10е 25 + log 8 3) 





ез), 90 

7 3 2.5 ES 

+(вг) / E) a+ (изу) /, LE ar l ESS Ey, 
25 Е t 





n ізі 


2.5 log —— 2.5 
10.5 — 3t 4t — 9.5 
19 t 4 h t(11.5 — 24) #20 62, 
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故 
f —— tt 1 at > (0.15415)(G(4)) + (0.00386)(H(2.5)) 


3 
+ (0.01186)(H(2.7)) + (0.01101)(Н(2.9)) + (0.00522)(H(3)). (72) 








我 们 有 
4.5 
f. «(45 - 25) ds. fà 4.5G(y) А 
g р 7045-0) 
4.54у 3 4.5dy 3 H(t) 
> {64} 39 y(45 — y) Л, (4.5 一 5/ EE 


3 
= (:) (cto | нша) жЖА-е 
> (0.207639) (G(4)) + (0.03119)(H(2.2)) + ооо (н(з)) 
+(0.01432)(Н(2.5)) + (0.01598)(Н(2.7)) + (0.01483)(Н (2.9)) 








+(0.00703)(Н(3)), (73) 
(的 
> (H(2))(2) i пра > 0.011407 H (2.2). 
我 们 有 
[ абыт) а- [7 3368s 
2 t з y(45-y) 


21 т 3 
$ 8 4.5 T 4.5dy H(t) s 
> 666) су) WAS-ya т 47 


3 
> (1 3) (ва) + В EO) +А-е 
> (0.40546) (G(4)) + (0.00959) (#(2.2)) + (0165) (н (3)) 
+ (0.02753)(H(2.5)) + (0.0312)(H(2.7)) + (0.02897)(H(2.9)) 





+ (0.01374)(H(3)), (74) 
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其 中 


X us 
A > (H(2.2) [> EI (a(5)) Г —1 а 


12 log itl 
(n) на 
8 H t 
了 


> 0.009591Н (2.2) 十 (omes (н (1 





)) + ((0.00674)H(2.5)). 


我 们 有 


4.54у Ң 454у [3 H(t) 
> {G(4)} + T dt- 
(60) п y(45— »* ы y45-y)Jy-i t А 


> (ve) eco + (108) (a (1)) + (а аз) 


+ (кє 5)! HD) Cr ӘЛІ 29) + (log 25) (H(3)) } 
+ (+ s) (ов =) + ана) E 
> (0.30318)(G(4)) + (0.0929) (H (2.2) + (001783) (# (2)) 


+ (0.02091)(H(2.5)) + (0.02333)(H(2.7)) + (0.02166)(H(2.9)) 
+ (0.01027)(H(3)), (75) 





其 中 5t+5 


25 log —— 25 

a= Í” —2-6ta>2/" Di dt > 0.02965. 
x t в t(26 — t) 

di (72) - (75) 式 得 
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+ (005875) (8 ( 3)) + (0.08287)(H(2.5)) + (0.10428)(8(2.7)) 
+ (0.0968)(H(2.9)) + (0.0459)(Н(3)). (76) 
由 (13), (11) 式 得 








H(4.5) > / 89 80, «> (10g Jew) +4 
> (юк Se) + (0.00213) (2.7)) 
--(0.00584)(H (2.9) + (0.00409)(H (3), (77) 
其 中 
2 3 H(s) sl dt _ 
A = Paf Z z 
2.7 2(s — 2.5) 2.9 2(5 — 2.5) 
> {#(2.7)} Ж s(s + 45% + {H(2.9)} 27 5(8+4.5) 
3 2(s — 2.5) 
«oro f. FEY HE 


由 (13),(31),(32) Ж (77) 式 得 


2H (4.5) + 2H(4) + H(3.5) > (1.31242) (G(4)) + (0.0522)(H (2.2) 
+ (0. 02569) (н (9) + (0.03936)(H(2.5)) + (0.06014)(H (2.7)) 


+ (0.07504)(Н(2.9)) + (0.04214)(Н(3)). (78) 
由 (41) 式 有 
d £ log 15 5 ы 
зз du [їйї 35 ТИСЕ 
h 怪人 == = 人 t Е 
> 0.083061 + Д > 0.08618, (79) 
其 中 
一 25 


зз ов 00-25 3.5 
mos 7-2! 
= 521-32 04 »2 2f > 0.003119. 
f. t 25 қо 574 > Sus. 
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H (40) RA 





4 
ЖЕ ЫЛА, (Бе) 21 
3 log (s t т) og(t — 1) 


f° =н dv -f + dt 
1 uj, v(1-u-v) 2.5 t 


我 们 有 


4 
log 人 一 a) 3 
3 i 
{+1 2)( 5) 8t — 20 
S 9 
1 n # > оз 7 (Ер) +? | iar 6) 








.1197969. 
故 由 (42) 及 (43) 式 有 
d bs 
人 ай / 53 _ > 01197969 — 0.0460634 — 0.0545477 
1 Л w1-u-v) 
> 0.0191858. (80) 


由 (41) RA 
5 — (3.5/(t+ 1)) 


[BE шше E EFD y 
i vA -и-9) hs t 
25t - 10 


= (10 °) (os 引 十 f. 198 6—13 ы — 13 qi 
3 3-t 
> (log 1.3) (log 1.2) + jj qui 
> 0.048669. (81) 


由 (79) - (81) 式 得 


уе dv + J s 
d uw v(l-u-v) i ч 55 


эв du [3 dv 
+ / au f —————— > 0.08618 + 0.019185 + 0.048669 
1 u Ль9(1-ч-») 





> 0.154034. (82) 


我 们 有 
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1 du T H(4.5 - 45u — 45v), 
Ta v(1—u-v) 
% Нв) 1 [n 3 du z Ум 
ш s аа) e 
其 中 
п H(s)ds Га 4и 
Миг ы 5 8-%4(1- -15) 
"715$ 
TERN 
> {HD} |. 5— sds > 0.011274H(2), 
88 3 2 тк 5) 
22 H(s)ds [i du 
м = j. 1 qus =) 
45 
2 7-28 
-2 ds 9 9 
> {Н(2.2)} hs ( z ) [w st log 575 
5V 7 45 (9)(4) 
= (HQ. 2) (doc. 2) (oe s) 十 а) 
> (0.13645)(Н(2.2)). 
ІП 


?2( 25-3 ds 
= 人 
АЕ ку} еен 
11 Hix 
4.5 


M= a so, | du 
22 8 2 «( £) 





> {H(2.25)} 人 Т, J > 0.00973H (2.25), 
Ld == 
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3 2s 2 
E 


- («(2) “> оны 
Ms qu H (s)ds yet du 





因此 


J: du ]* H(4.5 ~ 4.5u — 4.5v) 
dv 
à ui v(1-u-v) 


> 0.147724H (2.2) + (0.02088) (н (3)) + (0.001439)(H(2.5)). (83) 


由 (51) АЖ 


ps fi Н(4.5 — 45u — 45v) 
м [THES ou su 
1 u Ju v(1—-u-v) 


ү Н (в) as [e du 
E 15 8 ) 


1 3-5 
тах(4,%% 











4 
> uaa [° sn Ac. 
> 0.097991H (2.2) + оооотан (5), 


(84) 
其 中 


Ж ^ H(2.2) - H(2.25 
2. 


Я las |5 
2 5 1 


2.25 
< A(HQ.2) — нол9) f. 





< 0.000974{Н(2.2) — H(2.25)}. 
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4.5 
log (ss 一 25) 
3.5 3.5 
t+1 19 X am Í 9t - 27 
— t> (1 1 十 2 di 
上 t ds ( "Eg JS қат +11) 
0 


35log(t—1), (1 25 25 (2.25 — t) logt 
/ — «-(:ғ)(/ юй + | — “) 


1 
< (sss) {251082.5 一 2log2 一 0.5 十 dog3)( - 0.5 + 3.25 log 35) 


25 (225 — t)(t 2) 
ғ) (11/42 а) 


< 0.1242474. 
由 (40) 式 有 


d 
f “| у > 013738 — 01242474 = 0.0131326. (85) 
= -u- 


du [* H(45 — 45u — 4. 
/ E / ева, > (0.0131326)(H(2.5), (86) 


1-u-v 8 
ға (=) ЕТТЕ) 
/ 1 dá vss ne 
ë 
= Т du ji H(y)dy 
ç à u Jè- 1 


4ч «(2-1-4) 


> (H(2.2))A + (HQ. ТЕН s =a) 


з u Ju v1-u-v) 
> (0.00302)(H(2.2)) + (0.0131326 — 0.00302)(Н(2.5)), (87) 
其 中 
4и 


- 22 dy у: 
NN LE) 


16 1)( 1 3 ) 
> — Е URN, ELTON > 0. e 
(9 ( 5327 6-ғ0/% 2 0000 
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由 (83), (84), (86), (87) 得 





үн(==?) ess - азаа) 


1 
P l ааа 
Ju du [ Е ра низа) 3 5v) ao 





(e се» 


> (0.173363) (H (2.2) + (0. опа) (s (9) + (0.0123)(H(2.5)). (88) 


由 (50),(76),(78),(82),(88) 和 (30) 得 


№ > (3.47848)(G(4)) + (0.69124)(Н(2.2)) + (014355) (n (2)) 
(0.19047) (H (2.5) + (0.22682)(H (2.7)) + (0.22978)(H (2.9)) 
4-(0.11552)(H (3) 

> (0.76328)(H (2.2)) + (0. 16283) (1 (9) + (0.21666)(H(2.5)) 


+(0.26069)(Н(2.7)) + (0.26567)(H(2.9)) + (0.13407)(Н(3)). (89) 


我 们 有 
3 
S? «$^ Mq), (90) 
ізі 
其 中 
1 
Ма) = GH D P(z, gp1p2p3, Ро) 
995 «pi gl «ql «pi cp cott 
+ > P(z,qpipopa, 4%) 
4% «p «i <өзз «pisi <рз<9 
+ У Р(х, appro, gf). 


аё «pisql <p cass aft epson 
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Маз) ==. (5 


4 > P(z,qpipəpapapspep7, P3) 
415 epi cad epa epa cal «qt <ра<ру<ре<рт<4?1 





+ у> Р(т, qp1P2P3P4P5, pa) ў 
415 <р EE «ql «pa cps os <Ë <pa<ps cq 


му) = (5) 


{ Y ( (5) Р(х, gqpip2p3paps, pa) 


бы <р <44 «q95 «pa cps <q? «pa cps «qt 


1 
十 (5) P(z, араара ра)) 


10 
+ > Р(х, «рираринр,Р3)}. 

аз <р <а1<ра<425<43 cp car <ра<рь< 01 

我 们 有 

5% < 》 M), (91) 
1=4 
其 中 
Ma(4) = Ж Р(х, qpypapa, р2) 


а «n E «q3 «pi epa «qt 


* 5 Р(т, qpipopa, p2) 
935 «pi «qb <рэ<рз<ай 


+ У? P(x, дрірәрз, P2) 
4 <р\<4%<рэ<4Ж <p c n 


1 
4 > Р(т,арірарз,43) 
4% «m аж epis d pa «7n 


£ 
* 9; P(z, qpipopa, 43) 


935 <р1<р2 <a? «pa cat 
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十 У Р(х, 4рір2рз.49%) 
35 «oft <p ca 


对 <pi<pasg 


十 Do Plz, gpip2p3, pz). 
435 «pi <ра<рэ<4 


£ 
M4(5) = У P(z, Чрурэрзра, 4%) 
өз «n <pz<pa<g? <p < 


1 
+ 2s Р(х, qpipopapa. 43), 
а <р! 5955 «papal «psg? 


My(6) = > Р(х, gpip2p3p4, pa) 
a «pi epo cps cp cq 


十 > Р(т,ерірарзра,рз), 
ad «pi epa epa cat cp s 


MO = > P(z, qpipopapa, pa) 
а <р<4 «gps epa epa cart 


+ » P(z, qpsp2Papapspo. p3) 
435 <р1<рз<рз<р‹<4% <ру<ре<977 


+ > Р(х, qpyp2papapspo; p) 
ab epi gs epa cp cpu cal <ps epo ca 


5 1 
* > S) Ps moras 48) 
ql cpi cpi 435 «pa «od <ай «pa cps C991 


1 
+( )Р@ aripopspaps, ps) | 


+ > P(z,qpipəpapabs, va) 
а <р1\<р2 <pa<gz5 e pac ps ca? 


+ > Р(т,арірарара, pa), 
4% <р\ «piat <рэ<ра<427 
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Ma(8) = > P(z, qP1P2P3PAPSDo, ps) 
«й «n «pa «ps pa «ps poa? 


+ > P(z, gpip2p3paps, ра): 


98 <р gt <рз<рэ<ра<рь<471 


由 21(t) < E 


(37) - (39) 式 得 


1-0, 1 9 
S (Муй) + Му(4)) < i ( > iz) (о 3) (-0 
«cQ. 1.763logz 45. log q 8 
15 15\ /21 8 21 
+3log тү +3( gt 人 (noe 1) + + (+) 10 вт) (те) 
5) (вв 12 қолы; ШЕ БТ 5)) 
8)(- 0.75 + 6log 5 + 0.751 
6 °&7 т) 
ii E) (v 7) (1 3) 0 Е s) +105 14 
06 Е 5 567] \ °®ТТ6 s 
21 4 
(т 3) (%3)) 


l-a; 
z (4 ау > A), 
S: loggr logg 


46%: 


——(M t > 1.763 Bf, «(1 - z - g5) > 1.77,(14) 式 及 


这 里 i=1 或 2. XF í = 1 sË ; = 2, 我们 有 
Xe (Р) а) G) Cons) (Cons) Go) 
( -03-3log 11) + (в 3) (2) (5-32) 
(єў) (втв) (-%)) 


Ari 5C, 0.000278 
sou cr) 


ед. 1984 
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421-“ C, 1 1 n? ИР 
M.(5 < (== )( uec) (С) (e) (ws 245) 
X 4(5) logz 5 1054 1.636 6 22 
(та) (=) (eza) + (ga) nt) 
< тте) 56) (825 ig) (196 
JD) 

9%) \°8 и 
(Ee) 0.002337 

oes à ЕСТЕ 


go (S9 GS 6-9 | 
(н) GO (n) Cra) 
-时 (9) (47) 
«Cin чш) 
(«ах ә 
«(ns a) (osis) + 
(5): 


МЕМЛЕ 1) +15 
9 2 
(з5-3-з-15(2) 
; 8 (1, 21 7 05 
(вз) (ws mx) (250 og + 25) 
21 
+(e) (з5- 3.51068 — 1.75 (me #)) 


8 21 
s (e) (2-24 8 + 5%) 


41-60, 0.001579 
eoe es 
Е ( logz Y 2 )， 


«cg, 1984 





м 








Y мат) < 
469; 


8 15 
log z (1 Ey 
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аг! —“* С, 1 9 4 

> м3) < ( “(2 { (№3) (1-33) 

469; logz gEQ: logg 8 3 


C Cri) + Co (кє). 














dz! C, 0.000009 
logr 219 >= ) 


log 4 


> муе (ы) (> ТТ), { (s) (s) (vs ау 
моа) (64-8 + (+2) (ug 21) 
м2) 


тісте 
< (5 zy > ше 
SER 469: 


log 4 











对 ;=1 或 ;= 2, H (90), (91) ЖЖ 


1-а, 
5 SG (4) (= C; z) ( 0.11622 
( qa S; ) < lo > log 1 (92) 


q€Qi gr 40, 








由 (64),(68),(71),(89) 及 (92) Ж, 得 


1-а; 
55 P(z,q,q?3) < (22)( X m)l- 0.075762 
-(0.76328)(Н(2.2)) — (0. 16283) ( H (5 ))-‹ (0.21666) (Н(2.5)) 
—(0.26069)(H (2.7)) - (0.26567)(Н(2.9)) — (0.13407)(Н(3)). 
因此 
H(2.2) > 0.0151524 + (0.15265)(Н(2.2)) + (0.03256) (и (3)) 


--(0.04333)(H (2.5)) + (0.05213) (Н(2.7)) 
+(0.05313)(Н(2.9)) + (0.02681) (Н(3)). 





[1978] жи шегин н: 315 





Н(2.2) > 0.017882 + (03482) (zz 5) ) + (0.05113)(H(2.5)) 


+(0.06152)(Н(2.7)) + (0.0627)(Н(2.9)) 
+(0.03163)(Н(3)). (93) 
由 (13),(31),(32) 和 (11) RẸ 
H(3) > / р 694 


> (ов 55) (G(4)) + (0.0461)(H (2.2)) + (0.015721) (н (2)) 


- (0.0215) (H (2.5) + (0.02798)(H (2.7) + (0.0298)(H (2.9) 
+(0.01544)(Н(3)) + А 
> (G(4))(log2) + (0.17513)(H (2.2)) + (0.02884) (z (2)) 


+(0.03689)(Н (2.5) + (0.04515)(H (2.7)) + (0.04574)(H (2.9) 
+(0.023)(Н(3)), 


其 中 


А = “Зы. 
> [| (св + f. Os) ($) -2% 


> (60) (os 22) + Герн BH) 





1.5 
Hea [^ EL = 
> ( log >) (G(4)) + (H (2.2))(0.085462 + 0.043576) 
+(0.013129) (4(2)) + (0.015395) (H(2.5)) + (0.017173)(H(2.7)) 
+(0.015945)(H (2.9) + (0.00756)(H(3)). 
H (30) 式 有 


H(3) > (0.18951)(Н(2.2)) + (о. 03268) (Н (;)} + (0.0421 Н(2.5)) 
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+(0.0519)(Н(2.7)) + (0.05289)(H (2.9)) + (0.02669)(H (3)), 
Н(3) > (0.1947)(H (2.2) + (0.03357) (н(2)) + (0.04325) (Н(2.5)) 
+(0.05332)(Н(2.7)) + (0.05434) (H (2.9). (94) 


H (93),(94) 及 引 理 3 与 引 理 4, 我 们 有 


H(2.2) > 0.019326 + (0.04768)(H(2.2)) + (000725) (# (3)) 


+(0.00862)(H(2.5)) + (0.01011)(H(2.7)) 
+(0.01028)(H(2.9)) + (0.00608)(H(3)), 
H(2.2) > 0.020293 + (00076) (2 (2)) + (0.00905) (H (2.5)) 
+(0.010616)(Н(2.7)) + (0.010794)(H (2.9) + (0.00638) (H (3)). 
由 (94) 式 ， 引 理 3 及 引 理 4 有 
Н (2.2) > 0.020558 + 0.0086H (2.2) 


及 
Н(2.2) > 0.02073. 


因此 在 [9] 中 我 们 有 El) < 999. 此 即 完成 定理 1 的 证 明 . 
作者 感谢 华罗庚 教授 的 鼓励 ， 感 谢 王 元 教授 所 给 的 帮助 . 
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关于 区 间 中 的 殉 素 数 的 分 布 问题 (ID *1 


本 文 的 目的 在 于 证 明 对 于 大 正 数 z, MARM r-r <п< 
т 中 至 少 存在 有 两 个 整数 ， 这 两 个 整数 的 素 因子 的 个 数 都 不 超过 
两 个 . 


令 z 表示 一 个 大 的 正 数 ， 寻 求 下 界 о, 使 得 在 区 间 z — z < n < z rh 
至 少 存在 有 两 个 数 ， 这 两 个 整数 的 素 因 子 的 个 数 都 不 超过 两 个 ， 关 于 这 方 
面 的 工作 可 见 文献 [1 - 5], 他 们 所 得 到 的 结果 是 
<10 14 6 1 


eS 28 11 5° 


本 文 用 得 法 和 三 角 和 方法 证 明了 о < 0.477. 文中 符号 没有 说 明 的 则 与 
文献 [5] 的 符号 相同 . 


一 . 几 个 引 理 


Мг 是 一 个 大 正 数 ， 而 。 为 一 个 充分 小 的 正 数 ， 卫 < al < al +e= 
«<12. 令 A=z-5, 而 


al — 10e, 当 1 За! < oas 时 ， 
42 12 4 
.431 
0.1724 — 0.60, — 17e, 4 <o < UM 一 7e 时 
令 
0.2385 — бе, M En <o) < 0421 Bj, 
p= 12 4 
| 2 
0.3247 — 0.8a4 — 10e, 3 E <o) < 129 一 7e 时 





* 1977 年 10 月 18 HKA. 
1 原 载 中 国 科 学 ， 22(1979), по. 1, рр. 12-32. 
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X y =T, P(Z) = J] р, 我 们 使 用 (а) 表示 a 的 分 数 部 分 . 
р<7 


5(т,у,01,02,2) = ух 1; 


т°1<р<т°2 т-у<а<т,а=0(то4р) 
(а,Р(2))=1 
我 们 用 符号 А(2,2,01, az, 8) 来 表示 满足 {2} >1-АЙ(р,4) 0 
组 数 ， 其 中 p 是 素数 满足 z% < p < 192, 而 d 是 正 整数 < т?б. щ 
їр < оз < o) 时 ， 则 由 文献 [5] 中 的 引 理 2 和 (10) 式 ， 有 


n(X, d) < z%2+26A + A(z, £, a), ад, B) 
d&x?^, d|P(a*3) 


ES 
+A(z — y 01,02, p) + Ý Mi, (1) 
1=0 
其 中 
2rimz 2rim(r =; 
Е cec). 
4<х28 М тк 291 <р<та2 





Ам 只 和 т 和 人 有关， 并 有 А, < Zm. 由 文献 [5] 中 的 引 理 2 和 文献 [6] 
中 的 引 理 1, 有 


А0005 У Y (A) 


1<d<z28 zel<n<zo2 


了 


т=1 1<4<х28 zol SnSzro2 





< za2+26A + 








< rm +28 A + В+ + а 5 +1501 3826 (2) 
м р so < 1293 _ 7 Bf, Wh A= r, (1) # (2) RE 


E 
п(Х, d) < 2391777* + Y Mi. (3) 
d&x?8 ,d|P(z?3) іш0 
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引 理 1 «coa < 0431 6}, 则 有 


à (19e? у) (2291) 
S(z, у, 01,02, x as (E У; Е eskgz/' 


т°1<р<хе°2 Р 





其 中 Заз <a, y X Euler 常数 ， Flu) 的 定义 见 文献 [ 引 . 
Ш 令 也 表示 一 个 满足 状 < 2? < НЕК, WA 


二 Ms 


1-0 1-01 


р 
Му + 292128 (log т)?А, (4) 

=0 

其 中 


Ми = > ( 


2:120 A dc2 t! 320 A 





У ^4 У Саи!!! 


2#<т<'+! гоі <р<те2 


A^ Qmr(p-mP) wQ << D Bf, Mi 
令 ка) та, 4 0 < < D ñf, W 


елері 








< 2328} (6a 
2A deat 1328 


+ у 52 өне) Я 


2914р «pa 4292 21:28 .<4<21+1:29д 


由 文献 [6] 中 的 引 理 1, 我 们 有 
еліме) ш (алау ре үн 


( 23 rbp pA? ) i 
mr(p-p)/ ` 


ze1<p<zo2 


21229 Ade 20 128A 


Mos 2 < aa? 时 ， 则 








2ming 
е2" | < т92+28 A 
2ir26A<d<2i+lz26A | 191 «pico? 
1 За. а 1 1 1 1 5a. за 5 
жа T Аі + ті ЗЫ ЫДЫ (5) 


ш р <o < 0431 p$, ДН A = гт? 和 (5) 式 , 我 们 有 


> > Mi, < z°2+28(|og z)2A. (6) 


por Z жүк 
от 
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当 SE < 1 < D, 2 2 2:7 时 ， 我 们 将 区 间 [277] Эй 2415 
个 小 区 间 ， 其 中 每 个 小 区 间 的 长 度 < 22-55 故 得 





25-1236 
Mu € У (Мыз (х) + Миха - v). (7) 
2-0 
其 中 
Ми (У) = > Ат 
21328 A«d«21 2284 2: +j-21r- 36 <m<min(2i+1,2i+(J+1).2tz- 36) 
ыз | 
ze1<PSzo2 ! 
X 
M... (z) < 2124054 > “т т» 


2*+)2!:-3‹<ту<т)<2*+(у+1).2!2-3 


> e2miH(d) 


zol1SPI<Pp2<ze2 
тартар 








2128 Дд <4<2!+1 21 А 
1 
š 
Не-а} : (8) 


其 中 H(d) = ОРЕ тар щ тір) 3 тару 时 ， 则 由 文献 (6] 中 的 引 
理 1, 我 们 有 


1 
2riH(d) 1,28 т(пир2 - mopi) V? 
е < (2х АҚ gipa 


«( 231598 pi ро АЗ y 
z(mipi — тору) / ` 

4 N = mp — тәр, 则 对 于 一 个 给 定 的 的 整数 值 而 满足 N = mp — 
тәр, 2! + j2!z7* < mi < тә € 2: + (]+1)2'1-3, zol < р < py < хо? 


的 (mi, mo, py, p2) 的 解 的 组 数 < 21191-19 故 由 (8) RA I< D, 我 们 有 
Миз(х) < 2!71(д®5оз+28-09 д} + тї+ї aei n 5852 Aly, 


对 Mi, (z у) 进行 估计 ， 可 得 到 同样 的 结果 ， 因 此 


2tz28A<d<2I+lz26A 


Ми < 2 Zy (i59 288256 $E Ee, 


жатан +), (9) 
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муза < 0431 6}, ДН A = г 和 (9) 式 我 人 有 


> $5 Mi, < (log z)2A. (10) 
Зе <1<р сы 





Щщ b <a < lust > am 1 < 2 couch 时 ， 我 人 有 











Zy 0.477 28+6-3 
onma Si mn n SR. (11) 
mz m(z— жіті 00, à п 
由 (11) sum ei eri TG 00 pe (2)(- 2тіту 4 
> е = н а) me 
1 
Мы < У Mi (n) + ®t Pti ZA, (12) 
тті 
其 中 
Мп) = Аһ (=y эч 
2a28A«d«2 415284  2'<т<2'+1 2901 <р<тез рі 
又 当 n > 1 时 ， 我 们 有 
Mij(n) < 21224} > (тітзу2)"2,2т; 


2<ті<та<291 





( 1 y griH(d) 
еы d PIP2 /2tz28A<dZ2t+iz2pA di 
mip2smapi 
2'у 2n-1 i 
Ha) 202.) ` (13) 
тт — т 
其 中 на) = ЖР: тар), эң түр, — тор #0 时 ， 则 由 文献 0| 有 


2riH(d) 
е Ж. d 1 
| m < 237 X (279) (n4 12$ 
21120 4<4<21+11228 А 


ac 88001229 Ду-(@а-15У(тп ур, — məpi) 3. 
4 N = түрә – торі, 则 对 于 一 个 给 定 的 N 的 整数 值 而 满足 N = mp — 


mop, 


2 < пи < тә < XH, хо < ру <p < z. 
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BJ (mi, та, pi. p2) 的 解 的 组 数 < 27291111 що > 1 BF, ШШ (11) 和 
(13) 式 我 们 有 





1 
Er x 2y + 
+27 1+2. 58+ +o% {+ А, элд) (14) 


м За < 001 时 ， 则 由 А = r, (12) 和 (14) ЖЖ 


> > Марр z)2A. (15) 


т 16р 0<t<( 一 对 5 


Мин (4), (6), (10) 和 (15) 式 有 


X М; < 19417-0. зе 
1=0 
由 (3) 式 和 文献 [4] 中 ， 即 知 引 理 1 成 立 . 
引 理 2 4 0481 < a < 1293 - 7e 时 ， 我 们 有 


senas (O 5 DE) 


ДР db asa. 

证 Фё = 0.0431 + 0.101 Дај > 0491. py, 我 们 有 261 < o). Ф 
L = [092720 — r5] 又 令 D 表示 一 个 满足 去 An 529< МЕ Ml 
40<1<р,0<5<18, 我们 有 











> QUE ВА 
21229 А <4<2!+1т%8 А rol+Szr261<p<zoel+(S+1)z261 
° { > p" 
х91+51261 cpi <р <291+(5+1):251 21128 A «de 20 E120 
1 
À ? 
жаман) ç (16) 


其 中 Ala) = TUS PU. 由 文献 (6] 中 的 引 理 1, 我 们 有 


1 

26 mr = 2 
e2rih(d) < во ( 2 (p s р\) 下 
2tz28A<d<2I+1z28A 2560 Appz 
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( 23168 A3p, pa y 
mz(p2 — pi) 


«276 mizi-P-m + A + 29 ooi AS (p, — pi) 2. (17) 
H (16) 和 (17) 式 ， 我 们 有 
> Zm У | > Qu 


ml 2tr28A<d<c2I+lz29A | 1914 51281 -pcCzal+(S+1)jz261 


«нд даа 


+2%т-—ї+2-58+5Ё 1S6 ec AT. 


Ax o < rh 时， 我 们 有 








оо 
тї 334 
Zm > еы < 291 +29+26 д 
т=1 21128 A «dc 211523 Дд \т°1<р<х°? 
RETAS.. 1 За 56 
+ r4t +0.756 +26 十 р 2.589751 90156 — №436. (18) 


M 981 <а < ыз — Te 时 ， 则 由 A = 75, (4) 式 中 的 М. 的 定义 和 
(18) 式 有 Ж 

У У Ма 20477-05 (19) 
当 2 > max(z*1725,2/7-756) 时 ， 我 们 将 区 间 [2: 2:31] 分 成 为 rel-26: 个 小 
区 间 ， 其 中 每 个 小 区 间 的 长 度 < 2/2701 77^, 故 由 (4) 式 中 的 Ма 的 定义 
我 们 有 


191-261 4; 
Ма < > (Meis(z) + Mia 5(х — y)). 
350 850 
其 中 
Mi s(Y ) 





> Аһ 


212284<4<21+12294 25k 227919265 c m«min(2:* (41)? 2791261) 


Y QUU 


291 +91261 <р<х91+(5+1)1261 
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又 


| > Zn Zma 


25 j2z-721*251 Cm <тз<214(1+1)2' 791261 


giri) 








191451781 «pi «py €1*1 +(541) 2281 21170 cd 201528 А 


1 
жне өз дд, уг) a (20) 


其 中 на) = ОР PUT. 又 我 们 有 mp- map = (ти 一 mom + 


тү(рә — p) < 2/279. dip тур» Z map; 时 ， 则 由 文献 [6] 中 的 引 理 1 
有 


| етін) < 272227891 (mp — map) АТ? 





21120 A dc 2*1 228A 


з 
отр» — тірі) АЯ. 


ФМ = mp -mp 则 对 于 一 个 给 定 的 N 的 整数 值 而 满足 N = mp — 


тәр, 
25 +j- gig eit26 <m<m <+ G +1). 2-01 +26: ， 


zol + 512 < p, < pr < zx?! + (S + 1) 261 { (mi, то, pi, p2) 的 解 的 组 数 
« Fratte 故 由 20z-4 < 2: 和 (20) 式 我 们 有 


iojs(z) < алынады АУЛЫН 


1+8 Зод. (58 -і Ee LS A 
42:155 "OS Zy pa i250 29 + др, 


故 得 


М < (z 2120-25 e A rit e See, 
те 
жатта 3-і AT) Za). 


(0 
+ 》 表示 一 个 和 式 ， 其 中 的 ; 经 过 满足 条 件 2: > maxr, 22-4) 的 


所 有 整数 ， 则 当 





1979) 关于 区 间 中 的 殉 素 数 的 分 布 问题 Ш) 325 
时 ， 我 们 有 
(9 


У Уми «(оне орна ни 


СРЕ 
А i 
log 2 <1<р 





1 Те) 5 
十 工 -二 +2.58+ 让 一 和 4+4) (Дор z)? 


< 10-477-0.5е_ (21) 


当 291-28 > zet 时 ， 则 由 于 当 0431 < ау < 1293 _ 7e 时 ， 我 们 有 
ау € 361 — 4е, 而 得 

де > goes ol 
故 有 1 < 062. aoo opo R Ol co < 123 mn, R 
们 有 


i „0.477 
тт <19477-ө1-2045-4 
ад = 


FUERTE NE Ў (+) (- y 和 (22) st. 
而 得 


mg t (22) 


з 





2 
Ма < У Мп) + 222, (23) 


nzl 


其 中 
М: (п) = 
21278 4<4<21+1 228 
H 200706 > 2: mam 时 ， 我 们 将 区 间 [2,250] 分 成 为 41-284 个 小 区 
间 ， 其 中 每 个 小 区 间 的 长 度 «22-975. 故 当 > 1 时 ， 我 们 有 


zol-261 L 


Мп) < Y, Х.М.4.5.п). (24) 


J=0 5=0 





E nm 


Ф<т<291 ralSpSzo2 





其 中 
Mi, S,n) = 
21228 A dc 20-1528 А 


| > Am 


4j a714 <m cmin(231 2:4 (41) 018291) 


^" mr 
(2ye 





zol1+Sr261<p<zral+(S+1)z261 
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又 当 n> 1 时， 我 们 有 


Mi, Sn) < 23293 


2 
bS (mymay^)" Zm Zm; 
254 j2iz-013251 Cm <т2<2'+(1+1)2'г791+281 
У ( 1 y 
шет 4S2? <pl<pz<zel+(S+1)z261 ` РІР2 


mip2#m2p1 


25 2iy 2-1) 
+2 ут itte zy к) } N 


е?тёН(4) 


din 
21228 A «de 2i А 





Je H(d) = TUUR 70Р) щру mp # 0 B$, ШІ таратор < 


Zir? 和 文献 [6] 中 的 引 理 1, 我 们 有 


е?тіН(@) gio 3n В+ +e 


w < 
din 90n* DI-$ A 2n+1) 





238A de20 220A 


27 n- D-16027 208-598 A -(n- $( 


mpz — mapi) 


4 N = туро — тәр, 则 对 于 一 个 给 定 的 N 的 整数 值 而 满足 N = mp — 


тарт, 
2 + j 210791+28) < my < mg € 2 + (j 1) 2927026 


те! + 8120 < pi < ру < z?1 + (S + 1):?% 的 (mi, то, pi, pz) 的 解 的 组 数 
«2-045 dun > 1985, RIE 


Mi, $n) 
« тте су) + ri PHH PHY Zy ‘(2iiyr -01 -28A-1)n 


+х-ї%-#+3#+2 58+2е— 9—8 24 Zy (257g 79i 20 A 717 уі, (25) 


H (22) - (25) 式 ， 我 们 有 


Ми < 2018-5 4 почт 0 


іерар рв 3:38. Lj a SAT 
trit] TRE. y 1+251+28. + Te (26) 
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(D 
令 YU 来 表示 一 个 和 式 ， 其 中 的 i 经 过 满足 条 件 21760 > ra 的 


所 有 整数 ， 当 0481 < or < 1293 qent, M A = z-: 和 (26) 式 我 们 


有 
() 


> Мы < 107-05 (27) 
барі 
щ 201074 > д > 235 T n > 1 时， 我们 有 
L 
Mn >) (туу2, У) Mus(n), (28) 
2'<m<2:+1 5=0 
其 中 
е2" 


Ми (n) = > > 


21278 А<а<2!+1т?8 A 7 191252284 <р<291-(5-1)761 





(ра)" 
又 当 n > 1 时， 我 们 有 


Миз(п) < НА 5% [3c y 


791452251 <р <p2 C191 (S 4-1)2201 
mz(p2 p. 
| өте жы. 


din | 








21229 А <4<2!+1 228 д 


1 
十 z-2atm-(2n-1)(28)+261(21A)-2n+1 } z; 


由 文献 [6] 中 的 引 理 1, 我 们 有 


metp2-pi) 
Pd PiP? 


7 < migzi*thom (20528 )-Qne3) 


21128 <4<21%1:20Д 
1 3 
+a i*evte2l528 д) 3-2" (5, — pi) 2. 


故 当 2tz-4 > ga- > 25 fj n > 1 BF, 我 们 有 


Mis(n) < {то ++ +2425 4241-01 (20129 д)-} 


4r7it -ot 5& +е(01у28 Ai (21101429 д у-п+1_ 
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而 由 (28) 式 ， 我 们 有 





Mi(n) < (2!yz- 5 2.56 + pi ie 056 105i 1 (21y) 3 (212 а +28 )-4 


асі 0.5% regi [2#-Пур-аз-28 д -1үл-1 (29) 


() 
4 ”表示 一 个 和 式 ， 其 中 的 ;经 过 满足 条 件 Doct > zei-26 > 2 的 所 


有 整数 . 50451 < о, < L293 тері, 则 由 (22), (29) 式 ，2 < 4-28 < 
zt А = 275, 我 人 有 
(0 


У Y Mu < 29477-05 (30) 


бүк» 
" i 
log 2 <!<р 


由 (3), (4), (19), (21), (27), (30) 和 文献 [4] 中 的 定理 А, 即 知 引 理 2 成 立 . 
Заз w Bl. Да < 0.476 时 ,我们 有 


(1+ ду 


S(z,y, 01,09, 2?) < 
(ту, 01,02, 27) < рю i 


291 prati 





Eh g = 1385 - а. 19e. 
证 Ща Y- 923—755 50- П ринх 


2<p<z4 
献 [5] 中 的 (5) 式 和 文献 [5] 中 的 引 理 2, 我 们 有 


А(@,т,ол,о›,0,8)< У У > vx) 








аца Sea дозе а \ id 
« a2 A + zŠ > Zw > (31) 
т=1 1<4<128 1°\<п<х°? 
由 文献 [6] 中 的 引 理 1, 我 们 有 
eS ті Etemad uu bte moh, (32) 


z91€n&z?2 
3 281 - Ve < a S 0.476 时 ， 则 由 于 (31), (32) 式 和 А = 275, 我 们 有 


A(z, т, 01, 02, Q, 8) < 204-05, 
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AERA 





A(z,z — yY, 01,02, Q, В) < 19417-05. 


故 由 文献 [5] 中 的 (3) 和 (4) 式 ， 我 们 有 


[R| «2097-05. у^ {| x A» Y, лен - E 
m=1 


т91<р<ле? 1<4<:18 
оо 
4 Ув, YS fae em |} (33) 
m=} 1<4<х2А 


1 
Hkt 
其 中 SD HELAK S]. iso 和 0<1< та ої, АФ 


МЩҮ) = 


т°1<р<т°?2 





Аһ 52 лде" | 
2*<т<2'+1 Ur? А<4<2!+1 TBA 
当 a* < 2 < 2iz3 时 ， 我 们 将 区 间 [2',2+1] 分 成 为 2tz3e 个 小 区 
间 ， 其 中 每 个 小 区 间 的 长 度 < rr, 故 得 








li 
мү) < У Miw(Y), (34) 
2-0 
其 中 
Миху) = Ат 
z*1€pSa?2 26+ ).0!т-3е<т<тїп(2*+1,2*+(0+1)2!12-3°) 
. Haye J 
2!т28 Д<а<2!+1 528 д 
X 
мада) «2 > Eas. 


25j212-9 Sm «m? «2 (41) 252730) 


elmin) 








21778 <ау<42<2'+1 8 A 
midazmazdi 


F2 gat- (AJ (35) 


2%1 <п<292 
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Ж Мп) = (DC - 42). 由 文献 [6] 中 的 引 理 1. 我 们 有 








1 E 1 
girih(n) Q даз ( z(mid) - modi) Ji n" ( 1392—1445 15 
ауаухЗол mdz — той 
1 
3 


š 
+z ЛЕЙН О Ад, — modi) i. (36) 


4 Е = md — md, 则 对 于 一 个 给 定 的 工 的 整数 值 而 满足 元 = md- 
тай, 

2 j. 2/279 < т < m € 2' + (j + 1)2lz- 
2/279A < d, < 4; < 24+1728A 的 (mlmayd'dz) 的 解 的 组 数 < 221226-2 A 
故 由 (35) 和 (36) 式 ， 我 们 有 


Ма) < 2291955 At Zy а PHRA Zy 
АВ. (37) 


H (34) 和 (37) 式 ， 我 们 有 


Miuj(z) < 25221953552, + rit HAZ, 
ва 
жетіс 9258-44097, (38) 
当 3 < 21 < 21136, 2481 -6 
E: < 2 < 2'z 一 Ve S o) < 0.476 it, ШШ A = 2-6 Ж (38) sk 


得 
Мх) < 29577-9567, (1 + (25 A)1), (39) 


4 2 < z5 时 ， 则 我 们 有 
> ла 


21128 A <а<2+1т?8 д 


< zt 





zai psz? 





‚те(42-4|) i 
ere fasi ia) 2 
21228 A «d, «di «211528 A| zol <mczro2 


5 1,9 3j 
+8-#+5 1421438 3 l1 yp 
< го°+8-{+5‹ ағат Ami r нед, 


当 2 «a5, 2431 Уес ај < 0.476 Bf, 由 A=z-5, 有 


М(х) < 2047-05917 (1 + (2 A)1). (40) 
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Mou < 2 < L W, 有 



































Zy 0.477—01 -2845—3. -" 
жазға $7 ЫНЫ а E (41) 
тете тату) там А [1 2тїту\" 
于 end — e pi moie у (z)(- ) MUNK, R 
asp МР pd 
们 有 
2=іт= im(a- 
> > Am > fld)(e 5 一 e) 
z*?1EpSz?2 2#<т<2+1 24z26A<d<2!+1z28A 
1/е 
< YN, Lj (x) + 291280: ZA ай 
ігі 
其 中 
Naj (z) = Ат > лө (2) anipe I 
т°1<р<т°2 | Ji émet 1.29 RP RET 
38 j > 1 时 有 


“ 
Мба) < z x У? (түт›у?)?2 Zm, 
Zi<m <m2<2i+l 











( 1 y e2mih(n) 
жаласа са аағд dida 1 ана п? 
mido mad; 
i-l 2j 1 
iH. 014-2642e 27у 2142 
жзне А( Жақ) (z,* V, (43) 


其 中 h(n) = Эби mu) 由 文献 0] 中 的 引 理 1, 我 们 有 


zih i 
erm) «2709 [z0 Е man 
т22 а 13% 


9211301+48+46 A2 \ $ 
GESE) es 


т(т\йз — mad) 





2914n«z02 


4 L = па, — md, 则 对 于 一 个 给 定 的 工 的 整数 值 且 满足 


L = тій ~ madı, 2' < mi < my < 2+!, 2128 < d, < d; < 281,28 
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的 (mi, ma, di. dy) 的 解 的 组 数 < VH IHA. 故 当 了 > ў 2 < 2! < 
去 时 ， 由 (43) 和 (44) RWA 


2159477 1441438 i пі озт 
BOE 十 了 二 +3621 уло 1+28+ +46. (45) 





Ма) < z 


当 zig% <2 < K, 2491 - yE < a < 0.A76 Bf, Wii A = 275, (42) 和 
(45) 式 ， 有 





p+ 
mz míz-y. 
> Ат У Кае ni ея ) 
291<р<192 'm-2: 24z26A<d<2L+lzr29 人 
< 0.477-0.5e (46) 


№ (33), (39). (40), (46) 和 文献 [5] 中 的 (2) 式 ， 即 知 引 理 3 成 立 . 
анта 4 1293 -7e<a < 高 时 ， 则 我 们 有 


Slzy anans) < У) (#2) 


zor без X Q3P1og 工 оз 


Xp у < оз Зо, ША = 2389 - Bea - үс 
证 “本 引 理 的 证 明 相 似 文献 [5] 中 的 引 理 Т. 
引 理 5 м ра < 2481 Bf, RIA 


(1*9y 
29. 0.02 PDlog т' 


S(z, y, 03, 03,291) < 


其 中 


М, = = ==, M8 = 0.2339 – 0.401 — 2.16. 
т 


证 ”本 引 理 的 证 明 相似 于 文献 [5] 中 的 引 理 5. 
令 Pr(1,2) 为 适合 下 列 条 件 的 整数 n 的 个 数 
z — xt < n < z, n = pin = papa. 


其 中 р.р 和 ps 都 是 素数 . 又 令 


5(т,у.р.2) = > 1. 
z—2947 c a€z (ap(Z))21 
а=0 (mod p) 
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引 理 6 $ M =. ШЖ 


i 
15P,(1,2) > 15S(z, y. 1l, x Mr ) 


5.4 p 
би 
105 т 




















s'h <<. 

=. D (136- EP үт, vp. p) 

орг 

= 本 ерсе 

一 » (12 一 ШЕБІ 
zk: hn 55% 

- (а- 1 02), S(z, y pr 98) 
БМ perl 

= Чу, (124 - 27, КЕЗБЕ 
ab оз d 

- X (as- а) урген) 
292 <р<:49 ЕКЫ 

- У (ы- окр) y.p, xè) 
2 ор т 

= > (oz - ors P sts y p 72) 
d p 

- E (04-0087) арра) 
«Қоса А. 

- X (136 7906 06:0 £P s, ys pai). 
Кори Hes 


证 ”我们 先 来 证 明 下 式 成 立 


15P,(1,2) > 155(z, y, 1,291) 


Тт У : 2% (1-88) 


Sy<aZe,pile 
Er („Л П р) =1 


р<г1/М1 


- b» X By, Q _ 9106 м) 
аруак (2 D ei 


Р<Р1 
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91 
E 22 > Вы ( ^ лен) 
z5 <p sat "S трее. рце 





р) =: 
p<z1/6.94 


一 0.2 > > 人 гы ue 


4log т 
БО И 


jaia 


-1 X > (1-е) 


4105 т 
«Ене ЧЕК, 


m 
| 
- X> (арр). (47) 
= 本 ср<ай 





其 中 
136 xir <p < zË Bf, 


1 
24 Mari <p < z Bf, š A 
12.5 当 zs < pl < х5 Hj, 


Ар = 28 {тё <p < rë Bf, Bp = 


А " 121 щаб < pi < zr% ij, 
16 Jris«cp < гэ В. 


119 Mp3: < pi < тїн]. 
р 
S а = pipz Pn, 其 中 n>3, 而 zW < p, <р; <... xp 
1 


zT <р < p2 X zš Bf, WU (47) 式 右 边 有 


15-24(2 = n) e 136 (1 - рат) -2<15- 20.4+54=0. 
4105 z 4log т 


Шай <p < z < po < zi 时 ， 则 (47) 式 右边 有 


15-(24+13.6)( ити) -24(1- REB) —2 < 15-20.4+5.4 = 0. 
4105 z 4105 r 


щт «pi zš < z$ <р < таз Bf, Ш(47) 式 右边 有 


15- 16(1- тақ») -28(1 = B) -2 < 15 — 20.8 + 5.8 = 0. 
4log т 4log z 


1 

3 тїт <р S zš < 418 < p. < rA < ps 时 ， 由 于 pipops < г, 而 得 
36-17 x 

Pip2 < z %_. (47) 式 右边 有 


15- 16(2 - Шер»). 15-3441950. 
4105 т 
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4 eT < pi S zŠ < z%5 < po < ps < zÉ Bf, W (47) REHA 


9105 р1р2рз 


-—16[3.— 
15 16(3 4166 š 


)-з3<15-з1+з6=0. 


当 rå < pl <p < тен BF, HJ (47) 式 右边 有 


Ded = ( - 2582) - 
15 (141254244) (1-5 2) eadh- 58 





<15-21.5--6.5 = 0. 
当 z < pı S 1ER < p> < zŠ 时 ， 则 (47) 式 右边 有 


9106 pı ) ( 9105 A) 
= =: — (2. 4 ВЕ, ра 
15 (1 Е (2.4 + 1.1) [1 4log r 





< 15 - 21.5 + 6.5 = 0. 
当 z < pl rU < zŠ < ро < zt BF, WJ (47) 式 右边 有 


9108 pı ) ( 9log z) 
5 一 一 一 一 | - (28+11)([1- 2822 ) -2 
1 16 (1 4log т @8+11)(1 4log т 


< 15 — 21.9 + 6.9 = 0. 
M тё < p < тт? < zs < pz < 115 时 ， 则 (47) 式 右边 有 


Ж - жа) - ( Tae). 
15 (1 4log z (2.8 + 1.1) [1 4log т 


< 15 - 21.9+6.9 = 0. 
№ тїз < ph S тй < 28 «opp < гъ B$, WJ (47) 式 右边 有 


9105 p» ) ( 9log z) 
жез} 一 一 一 |-(28-13 Ahir. EL ШЕЕ 
15 ol 4log x (2813) 4105 z 


€15-221-47.1—0. 


M zŠ < pi ЗЕЯ < zi < рр < тї <p M ШИН pipops < z if 
9 Š 
pipa < 26, 故 (47) 式 右边 有 


91 
15- 16(1 =ne p ) = 16(1 2 902 ) -2 
og z 


< 15 – 34 +19 = 0. 
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ЩЩ z5 < pi < ТБМ < TIS < pz < pa < z% B, W (47) REDE 
9log pipzps 


15- 16(3- 4log zr 


)-з3<15-51+36=0. 


Щ тїй <рр<р›<хтїз BF, Д] (47) 式 右边 有 
от -2« 15-3415 «0. 


Шолан < p X тїз < py € r3 <ру WE pipops < г, МИН pip) < 
36-17 


r 87 = r, (47) 式 右边 有 


15- ie(2 - SEPP) -2< 15 一 34+19 一 0 


4log x 
当 z5 <p Sri <р < P, < r В, W (47) 式 右边 有 
1 
15 -16(3- HOE В) - < 15—51 +36 = 0. 
4log x 


Е 


238 < pi < p < ps S z Н}, ДЇ (47) 式 右边 有 


15- 16(3 - 9106 Pip2ps 


)-3<15-51+36=0. 
4log x 


M хз < pi <p < тю < ps 时 ， 则 由 pipops < г, 而 得 pipz < z, 故 
(47) 式 右边 有 


5 16(2 _ 9log р1Р? 


)-2515-%%19-0. 
4log x 


Mi a = pipz, 而 z 市 «p <р. WAF -y< a < z > ri 当 
р < zŠ 时 ， 则 有 


1_9logpl 、 


4loggr 一 


Wi è < p < кїї в}, ШИ —16(1- 0821) - 1 < 0 所 以 m 式 成 
立 ， 即 本 引 理 成 立 . 


Еж ж 


S P.(1.2) 为 适合 下 列 条 件 的 整数 ”的 个 数 ， 
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z — z9-477 «4 < zr, n = р n = pops. 


其 中 pipz ps 都 是 素数 . 


定理 ”我 们 有 i 
pz(1.2) > 0.0049y. 
log г 


证 ФМ) = ру. 4 2 < t 4 时 ,由 文献 引 有 tf(t) = 207 log (t1). 
而 当 3 < t < 5 时， 则 由 文献 [4] Æ 3F(3) = 2€, 


t-llog(S- 


(Еа) -3F0) = f fu- Das =з f © Das, 


故 当 3<t<5 时 ， 我 们 有 


Fo = (= _)(\+ / 人 Sas) 


当 4<t<6 时 ， 则 由 文献 [4]. 我 们 有 (00 —4/(4) = n ` к(з)ав. йм 

4<4<6%, WRI uo = 20 (10g 34 f m [I PEU aaa 
3 2 u 

log =). 由 文献 [ 引 中 的 定理 В, 我 们 有 


Eu 2y 
S(x,y, 1,2) > | ——— 
(в,у,1,2%%) > (тет) 


„1 |4348 [5-11ов(и-1 
(1s 45+ f %/ өкіне 1) ани y). (48) 
由 引 理 1, 引 理 2 及 文献 (4] 中 ， FO) 是 t 的 单调 减少 函数 ， 故 我 们 有 
У S(z.y.p.p) < ажуде?и > ( : уе 


plog p 











= «pec 2i epe. 
( log 19 477 А у 1 Е 105 29 6494 1.6 
log p ( же) ( lo )} 
EE DEA ЕР 
(2 十 5Ve)y 人 0.431 
| ENTE = р 
= ( 0.4771og x е Е s f 4316535 
= a 5 (ав -D gs4 [8 оята 
0.0954 5 243 (0.6494 — 1.67) 





0.6494 








: 
名 0.477dr 22° log(S — 1) 
2 7(0.6494 — 1.67) 1 5 aj. 
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4 8 = 0417, 5 = 06 , 则 我 们 有 
4 dB 4 _ 0.6494dr 





7778" 6 7 10.6494 — 1.6r)' 


故 得 到 
2у 4 log (t — 1) 
5 5(т.у.р.р) < (тала) ы f dt 


zh рка 
p, 431 4 0.477 Y» (3.816) (0.477) ) 
+198 3816 T 0.6494 8 (0.362) (1.99675) 


5 8-1 “Ж 
а s | Е (t log (t - 1) |, 
1.908 








0.477 # 48 (9-1 log(t- 1) } 
dt + 100. 49 
09) ipes В р куе (49) 


由 (48) 和 (49) 式 ， 我 们 有 
S(z, y liz) (sag) (s 45-02 -01 f °Му a 
431 à 0.477 )( (3.816)(0.477) ) 








-1 
98 3816 (0.6494 八 9% (0.862)(1.99675) 
[* © [ шее a-f о. 
3 5 45 
0.477 N põ dS (5-11ов (1-1) 
(тым) и» mL. тет 10v). (50) 





235 2 2:25 
0а | ахова, 
2 t 1 
25 log (t — 25 
lg(t- 0, < 0.042721 + 2 ПЕ) 
/ t 2.25 m + D ú 


.25 


dt < 0.033253, 


J “9 log (t = 1) < 0.046072 
25 t Бу у 


3: dog (i. — 
/ log (t= 1) dt < 0.060312 +2 1-3 dt < 0.054552, 
2.75 t 235 EST 


3.5 | 3.5 
J athas < 0.141247 + 2f 139 < 0.124281, 
3 
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4 log(t — 1) ы t- 3.15 
pri n S © E 2 Pest dae cie tarn 
Т po d 50135081 +2 | гіз 
4 (2345 
+(00013) / күт 
< 0.134629, 
故 得 ii 
/ log (t = Dy, < 0.407221. 
2 t 
又 





E, z[. "heic er log 8 q 
4 3 "i 5 


5 dt m 
AE 
$ t-45 1 1 5 
<-2( 119g 2. IDE zz )( i-451og -2- 
ы 10 КЕЛЕТІН og 5) 











< 0.00694, 
È z = du < [+ о du + 0.00694 
4.5 4.5 
< 0.035661. 
Жаң (50) Ж, Ж 
1 2у 
8(2,у,1,2%1) > (пат) (еве 
+ [mor S= leg (t7 1) y 
3 5 t 
-( 0.477 MS dS "eee Da) (51) 
0.6494 129615 75 2 t ў 





Ф 





- 5 
0.3247 — 0.801 — 10e, 34 0377 < о < 0293 тоф 
4.38 7 
2.339 Бол 1.293 5 
一 一 一 一 = 一 = -wlas 
8 8’ 当 Te < ai 18 Bj, 


> 
II 


T 
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则 有 
28 _ 85 此 
m 04 
0.0782 + 6.8а1 + 85є 0.477 1.293 
cs кс < -T 
"PE 0.477 57: 5% S 08s 
i 0.048875 + 5.312501 1.293 5 
一 一 - -Te < < 一 时 . 
5.3125 ;3M T Te < < 18 时 


由 引 理 2 - 引 理 5. 有 


у (54 - REP) үт. ур, 2%) < < (8 + Sa)y (52) 














: log т ют ' 
rh рка 
其 中 
Я 3.4 log z — 5.410; 3.4105 z — 5.410 
з= È Uu c % phe ENDS 
ah eye, HP г.в POE 
+ 34lgz-54logp, 3.4log x — 5.4106 p 
102335 zii EUD , 
haoc РӨ PT agis N Рі ёти 
0.07624 5 Ie p 
As x 3.4105 z — 5.4 log p 4.95- а lg(t 1) h 
55 = БЕТТЕГЕН А EU з 
2 <р 
+ 3.4log x - 5.4106 p 
А plog ZE eU 
r Pa eue, AT 
Үш 1 
7! d DeC dt + 1006. 
2 
X 
ыш 4.95— 0.078245 Su 54 
5, КА ) ач J 0477 108 (t DE 
м 0.3247 — 0.8u t 
41 ЫЗ 8du 
1293 2.339 — 5u 
к log (t — 1) Р © 
3 Я 





[1979] 关于 区 间 中 的 至 素数 的 分 布 问题 (II) 341 


4$ = 5.95 — 0.0782 + 68u S, = 5.3125 ~ 0.048875 T 5.3125. 则 有 


451 0.84и 45› аш 54и 


$ 03247-08 55  0468-и 2.339 5u 








故 由 (53) 式 ， 我 们 有 











435-0185 ds [S-llog(t— 1 
S, < 31.11688 人 hes best), (54) 
3 S J. t 
由 引 理 2 - 引 理 5. 我 们 有 
0.61 
У (135 - DEP) sis v p.p) 
log r 
т ро 
28.1251 
- X (125 жтт "It " БЕП) 
тісрсісн 5 
十 (125 Е в! ов Р Js wa ee) 
жетесі E 
+ 5 (12a 2 27:225108 БЕТ 
log r 
т®ў<р<кЎт 
27.2251 
+ 5 (1a - 8р), тра) 
РА 
= раб s 
十 p (155 - зовоо P )s(=, ур, ж) 
ри i 
53 + S. 
< (83 + 54)у (55) 
log т 
其 中 
13. 6log т — 30.6log p | 12.5log r — 28.125 log p 
53 = plog 2357 z 37 X 1o = зат E 
агй КШ 
12.1106 r — 27.225 log p 
十 ИШЕГЕ: ^^ 
ір M ы 
T: 12.1 log z — 27.225 log р 


10.292378 


Qu sua Plog 
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13.6 log z - 30. 6logp | 13.6 log z — 30.6105 p 
十 log z 292375 У plog 22E = 2339 
тїз <p<z 高 Р ан 
13.6105 = — 30.6 lo, p 
+ У т eum E 
«Ён РОВ ит 
PES > 13.6 log z — 30.6105 p 726 log (t - 1) y 
4 plog 20297 E: 3247 u n 
Bn <р<:ћ 
" 12.5105 т — 28.125log p f irr -26 log (t 1) " 
plog £397 = 3747 К — a 
ad «o c, I 
+100е. 
又 我 们 有 
s. < ІН 13.6 - 30.6и af log (t = 1) н 
Ух и(0.3247 — 0.8u) 2 t 
6494 
12.5 — 28.125 
v 281250 ) dt + 200e 





" 12.5 一 28.125u 

Í (0.3247 — 0.8)“ / 
4.6 du 

« (10.1656 

5( ТВ ч(0.3247 — 0.84) 
0.32474и 故 得 


ж 0.6494 
$5= -16 я 9 = -10.3247 — 0.80)’ 


10.1656\ |435-% dS [$-!log(t— 1) 
се ЕА — Ln dt: 
= ( 0.3247 )/ 5 үе (56) 


由 引 理 2 - 引 理 5, 我 们 有 


E log (t - 1) y 
; | 





47 
> (11- HEBER sis up et) 
r 
«Аса s 
0.91 
+ È (04 - EE JStz yp zh) < Gr Say (57) 
log т log z 
тй cpr 
其 中 
lllogz-2475logp | 1.5106 z — 3.375 log p 
5; = lo Б 3247 log 25 3247 
sk <р: РИ гро R 
ТЕБЕ 
+ № plog SERT 


242 саз 
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1.105 z — 2.47510рр [519592- 55:27 log (t — 1) 








5% = 327 dt 
log = 2 t 
ak | I Í PEU " 
0.07824 $9 P 
" өнеді, p ee dt 
: 5 plog 103747 A t 
тір 
0.4106 z — 0.9 log p 
Ж ШЕТТЕН 
Am S ur РОБ 
0.048875+ 23122198 p 
4.3125- — — ÀJ; 5 —— T 
d a leg(t- D q, + 1006. 
2 t 
У 
51 + 53 + 55 
2.293 x б 
«f 17.— 368 ab |2 17 —368 dà 
x. (03247 — 0.82) 139 (0.292375 - 0.6258) 
2.431 п 
ap 7- K € 
+f ° 1 368 dB + 36 17 —365 ай 
& (0.2339 - 0.40) заз (0.173125 - 0.250) 
+e. (58) 
由 于 
1.293 1293 
f df -( 1 M. (5+ = Jag 
+ 8(0.3247 — 0.82) 0.3247 机 В 0.3247 — 0.80 
< 2.407381. 
5 
18 48 
< 
im 5(0.292375 — 0.6253) 一 2.158854: 
2.431 
d ай < 3.905922. 


КЧ 8(0.2339 — 0.48) 


E] ай -( 1 )(• RM п) 
24 0(0173125 — 0.258) — \ 0.173125 八 ^5 14.886 ^ ^5 3.965 
< 2.419667. 





故 由 (58) 式 ， 则 


51 + S3 + Ss < 17(2.407381 + 2.758854 + 3.905922 + 2.419667) 
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0.283463 (8)(0.398608) 0.536117 
=з ( 08 + 5 +01 


< 73.1264. (59) 


0.1713 141 2.4758 4.1952—12.38 log (t — 1) 
< —TTF il — dt 
36 < ў 3003217 085)“ І t 


+(4)(0.265753) ) 


L293 





4.95- 9:0182+6 88 





aa - 0.98 -oam log (t — 1) 
四 局 了 тг 0.83) Susa cogo 32 Í pod 
EN 0.4 — 0.93 
Е ne совт 98 
iam (0.292375 - 0.6258) 
4.3125- 9048415521258 | E 
4 E mec dt + 2006 
2 





š ([ beltz 1) at) ( n -24m) ( üs ) (ө og ез) 
(Г 5 log t- 1) at) (( 15 -2ass) ( ы ) (ә 22183 ) 
Eesti) (nta 
Qoia os) (s (к ое), (а, ов) (s) 
(ж 


шш), (s -оз)( 1 )(» 28) 
5 0.1769 1233 0.625 八 ^ 0168 


< 0.061. (60) 
H (54) 和 (56) 式 ， 我 们 有 

















4.35— 20182 5-1 = 
$454 8243 f 0.477 45 5 | жо 1) (61) 
3 
H (59) - (61) Ж, RHA 
6 4.35- 90182 5-1 二 
Y s < 13.1814 + 6243 f e: / BED y, (62) 
m 3 ә 2 


і- 


ІН 3138 6, (51), (52), (55), (57) ЖІ (62) 式 ， 我 们 有 
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15P,(1.2) > ( We = ){( im уа. 164867) 


Шер as rS e(l 
+ [= ТАШ 45 (^ leq - D 73.1874 
0477 5 р 














ооа 


4.35— 5-11 t-1 
-62. af E leg(t - 1) а} 


[4 
> ( y ) (13.262 — 73.1874 
= Vlog r 


A g 5-1 = 1) а). 











+(62.89 — 62. of 


a 0.0049. 
P. (1. z) > UTE 
log г 
即 本 定理 成 立 . 
本 文 承 王 元 教授 提出 宝贵 意见 ， 作 者 说 至 深切 谢意 . 
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关于 素数 理论 中 的 一 些 问题 1 


很 荣幸 能 被 邀请 到 巴黎 大 学 作 报告 ， 同 时 也 非常 感谢 L Н. E. 5. 邀请 
我 来 法 国 ， 今 天 我 想 就 素数 理论 中 的 一 些 问 题 作 一 报告 .在 数论 ， 也 是 在 
整个 数学 中 ， 有 两 个 最 古老 但 尚未 解决 的 问题 ， 即 所 谓 的 挛 生 素数 和 偶数 
情形 的 哥 德 巴赫 猜想 .其 中 第 一 个 问题 断言 : “有 无 穷 多 素数 了 使 得 十 2 
也 是 素数 ", 第 二 个 问题 即 “每 一 个 偶数 N > 4 都 能 表示 为 两 个 素数 之 和 .” 
1921 年 ， 最 著名 的 数学 家 之 一 С.Н. 哈代 在 哥本哈根 数学 会 的 演讲 中 曾 说 
过 : 偶数 情形 的 哥 德 巴赫 猜想 ，“.….. 可 能 是 数学 上 尚未 解决 的 难题 中 一 
个 最 困难 的 ”. 简 言 之 ， 用 (1, 4) 表示 下 面 的 命题 : 每 一 个 充分 大 的 偶数 都 
是 一 个 素数 与 至 多 4 个 素数 的 乘积 之 和 . 很 多 数学 家 利用 筛 法 及 素数 分 布 
的 一 些 结论 ， 对 4 的 各 种 取 值 证 明了 上 面 的 命题 陈述 ， 到 目前 为 止 ， 所 得 
到 的 结果 包括 : 

1948 年 ， Renyi 证 明了 (1,c), 其 中 с 是 一 个 常数 ; 

1963 年 ， 潘 承 洞 和 Barban 证 明了 (1,5); 

1965 4E, Bombieri, Buchstab 和 A. I. Vinogradov 证 明了 (1,3); 

1966 年 ， 我 证 明了 (1.2). 我 的 原始 证 明 非 常 长 ， 1973 年 ， 我 改进 了 
证 明 ， 把 它 缩 成 到 20 页 ， 同 时， 在 1973 年 我 证 明了 “存在 无 穷 多 素数 p 
使 得 + 2 至 多 是 两 个 素数 的 乘积 .” 设 X 为 一 大 偶数 . © 

В 


ар Бе 2 
pi po2 2 052 (р-1) 


Ў Р, (1,2) 表示 满足 下 面条 件 的 素数 p 的 个 数 : хр = pi EË z—p = pps, 
其 中 p1,p2,p3 为 素数 . 1966 年 ， 我 证 明了 


ВС,х 
> 
P.(,2) > тостун 





0) 


其 中 B > 0.098. 1973 年 我 成 功 地 把 它 改进 到 В > 0.67. 1975 年 Halber- 
stam 和 Richert 得 到 В > 0.689, 1978 年 我 得 到 了 В > 0.81. 最 近 ， 在 一 
篇 没有 发 表 的 手稿 中 我 又 得 到 了 B > 0.9. KER (1) 中 常数 В 的 改进 是 





1 AR Séminaire de Théorie des Nombres, Paris 1979 - 1980, рр.167 - 170. 
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重要 的 ， 因 为 它 表 明了 我 们 的 问题 解数 的 增加 ， 而 且 ， 如 果 能 得 到 B > 9. 
即 可 解决 (1,1). 

设 户 (1,1) ЖЖ z -p = pi 的 素数 b 的 个 数 . 其 中 p 是 素数 . + 
元 在 广义 黎 曼 猜想 下 证 明了 : 





8rC, 
Р,(1,1) < бора)? 
Bombieri-Davenport 在 无 任何 附加 条 件 下 也 得 到 了 这 一 结果 . 证 明 Р,(1,1) 
< (8 一 6)zCz/(log т), 为 任意 小 正 数 ， 被 看 作 是 一 个 困难 的 问题 . 在 中 国 
科学 英文 版 1978 年 21 卷 第 6 期 中 我 证 明了 
7.8342:С. 
(logz) ` 
能 表 为 两 个 素数 之 和 的 偶数 称 为 哥 德 巴赫 数 . 设 М(х) 为 不 超过 x 的 
非 哥 德 巴赫 偶数 的 个 数 . 1975 年 ， Montgomery 和 Vaughan 证 明了 : 
36 > 0, 使 得 


Р, (1,1) < 





&М(т) «217. 


1978 年 潘 承 洞 与 我 在 一 篇 用 中 文 写成 的 文章 中 证 明了 M(x) < z0989. 最 
近 ， 在 一 篇 未 发 表 的 手稿 中 我 得 到 了 М(т) < 2099. MER r 为 任 一 大 正 
数 ， 找 一 个 о, 使 得 在 区 间 z — ze < n < z 中 至 少 有 两 个 整数 п, 它们 至 多 
有 两 个 素 因子 ， 这 一 问题 首先 由 王 元 着 手 研 究 ， 接 着 由 Jurkat 和 Richert, 
然后 是 Richert 和 我 进行 了 研究 .目前 所 得 到 的 结果 有 : 
10 14 6 1 
“51725 үр 
WD 是 一 个 大 的 正 整数 ， (D,K) = 1, 假设 P(D, K) 是 算术 级 数 
[Dn+ K) 中 的 最 小 素数 数论 中 另 一 著名 的 猜想 是 : P(D,K) < D?. 给 
出 工 的 下 界 ， 使 得 P(D,K) < DZ 这 一 问题 ， 首 先 由 Linnik 开始 研究 ， 
然后 是 潘 承 洞 、 我 、 Jutila; 我 和 Jutila. 各 自得 到 的 结果 有 


0.4856. 0.477, 0.47. 


L < С;5448,770; 630, 550; 168; 80. 


在 中 国 科学 英文 版 1979 4p 22 卷 第 8 期 中 我 得 到 了 L < 17. 自 这 篇 文章 发 
表 之 后 ， 我 又 得 到 了 L < 15. 我 也 知道 S. Graham 几乎 和 我 们 同时 独立 地 
ЖЕНТ L < 20. 他 的 文章 将 在 “Acta Arithmetica? EA. ^ 





Goldbach 数 的 例外 集合 1 


в 要 
我 们 把 能 表示 成 二 个 奇 素数 之 和 的 偶数 称 为 Goldbach 数 ， 以 
E(x) 记 作 不 超过 工 的 非 Goldbach 数 的 数目 ,本文 证 明了 Е(т) = 
O(z0.99). 


1742 年 ，Goldbach 在 写 给 Euler 的 信 中 提出 了 任 一 超过 2 的 偶数 都 是 
二 个 素数 之 和 的 猜想 . 我 们 称 能 够 表 成 二 个 奇 素数 之 和 的 偶数 为 Goldbach 
数 , 并 以 (x) 表示 所 有 不 超过 z 的 非 Goldbach 数 的 数目 , WJ Goldbach 猜 
想 就 是 要 证 明 当 x > 2 时 恒 有 E(x) < 2. Goldbach 猜想 虽然 仍 未 解决 ， 但 
Виноградов 关于 三 素数 定理 的 基本 工作 引起 了 许多 人 证 明 Ele) = olx), 
即 几 乎 所 有 的 偶数 都 是 Goldbach Ж. 

1972 年 Vaughan 改进 了 前 人 的 结果 ， 证 明了 


Е(т) = O(ze ^ Vios), 
ЖОЛ, Montgomery 和 Vaughan 证 明了 : 存在 一 个 正常 数 6, 使 得 对 于 一 


切 充 分 大 的 X, 
E(X) = O(X!-5). 


一 -预备 引 理 


引 理 1. i A 是 充分 大 的 固定 常数 ，41,g2 EEY q > A,q > А. 
Ж в, 是 对 应 于 某 个 实 原 特征 (mod qi) 的 L- 函数 的 实 零点 ， B 是 对 应 于 
另 一 实 诛 特征 (mod 42) 的 L- 函数 的 实 零点 ， 其 中 а 与 фо 可 能 相等 ， 但 
两 个 特征 是 不 同 的 ， 则 


min(A b2) < 1- ——. 
5108 4142 





* 1979 4E 2 月 24 日 收 到 . 
t 原 载 中 国 科学 ， 23(1980), no. 3. pp. 219 - 232. 
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证 . 设 x (n) 是 一 个 实 原 特 征 (mod qi)(i = 1,2), 容易 证 明 ,x1(n)x2(n) 
是 一 个 特征 (mod 9192), ME 





xi(n)x2(n) # \°(л), 
此 处 x (n) 是 主 特征 (mod qq»). 在 文献 [1] 的 引 理 2 中 取 
s=1+ TEA 
我 们 得 到 
-0:4263 log ngs < -Ве (о. ix?) + кеу) (二 -4=- л) 
< 0.4263 log 4142. | 
Et p 取 值 于 圆 |s - o| < 1/2 内 的 L(s.xivo) ИЖ. 2 20 — p, И 


е? РЕ 2 2 1 
Ве(2 742) = Вера - 4) >0, [<= 





Sy 
ЯЖ, , 
-т(9: хіх) < 0.4263 log 9142. (1) 
类 伏地 可 有 г р 
(9х) < 0.4263 log qı — = (2) 
Ко, у) S 0.42631 s 
L 7.x2) < 0. ов у. (3) 
男 一 方面 ， 有 c i 
MON C (4) 
-Eo - Foa- (еда) -Low > 0, (5) 
由 (1)-(5) =, ы 
1 1 1 
2-4" A в < стт + 0.8531og 4142 = 2.853 log 4192. (6) 


Ў p = шіп(81, 8), ЛІ 


2 
— 42, 
2-25 285310 44, (т) 
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从 而 





B«1- — 
5105 9142 
引 理 1 证 毕 . 
引 理 2. 设 > 是 充分 大 的 正 数 ， 那 么 ， 由 模 q < z 的 实 原 特征 所 构成 
的 一 切 L- 函数 中 ， 至 多 有 一 个 函数 具有 一 个 实 零点 8.8 > 1 - тургу. 
证 . 由 引 理 1 推出 . 
引 理 3. 设 o 是 充分 大 的 整数 ， 令 


L)- [[ £6. 
х(то44) 
W L(s) 至 多 有 一 个 零点 s= o + it, 使 得 


1 


>1- =. 
“= 30logq(it] + D 


若 这 样 的 零点 存在 ， 则 必 是 实 零点 ， 而 且 与 之 对 应 的 是 实 特征 ， 
Е. 这 是 文献 2] 中 的 一 个 引 理 . 
引 理 4. В 是 任意 正常 数 ，y > Xu 
М(у,о,уХ“) = УУ" Ng o, y X*), 


9<у Ха 
其 中 (ҳо, о, yX") 表示 L(s, xa) 在 区 域 
oza, [< ухе 


中 的 零点 个 数 ， 则 


(9хеуа-Ә, а>1-е, 


N(y.o,yX*) <f 
(03 Х)0-9) 0<а<1-е. 


证 . 由 文献 [3] 定理 1 推出 . 
引 理 5. ЖҮ = X^, A = 0.02261,9 < Y, 则 对 于 模 g < Y 的 所 有 原 特 
征 x, 函数 L(s, Ха) 在 区 域 


AE 
2>1- : ust (8) 





20(А + 2e) log X ` 
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中 不 为 零 ， 但 可 能 有 一 个 简单 实 零点 2 是 例外 ， 凡 使 5(5,x) = 0 的 特征 
x(modq),q < Y, нх еН, ША 5 满足 
1 š о 


= уту <20<1--т ` 
20(А + 2=) log X 72 log? 7 





1 





(9) 


其 中 = 是 任意 小 的 固定 正 数 ， 而 7 表示 例外 模 . 
AE. 由 引 理 2, 引 理 3 及 文献 [4] 中 的 引 理 4.1 推出 . 


二 法 
令 
5(а)= X. logpe(po), 
у<р<Х 
则 
5%о)- > R(n)e(na), 
其 中 


R(n) = > log ру log p. 
TES 
y«pip2 X 


4Q-X'r- Q7 W 


1 十 7 
R(n) = f S?(a)e( -na)da. 


现 将 积分 区 间 分 为 基本 区 间 和 次 要 区 问 ， 我 们 定义 基本 区 间 由 下 面 的 
o 组 成 : 
e= tó, (eger < E 


VA E Ж (т,1+ r) 中 所 有 不 属于 基本 区 间 的 a 所 成 的 集合 ， 现 令 


1<а<4<Ү. 


R(n) = (п) + (п), 


其 中 R(n) 表示 基本 区 间 上 的 积分 值 ， Fo (п) 表示 次 要 区 间 上 的 积分 值 . 
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本 文 目 的 在 于 证 明 : 对 于 区 间 (1-ӘХ<п<Х ФА т, 至 多 除 
去 XI-05A+3s 个 例外 值 ， 总 有 R(n) > |R). 由 此 立刻 可 证 得 定理 . 
888 6. Я 1 уу <q < лу”, 


а 
w = 


1 
<—, (a.q) = 1, 
q 2 


4 





则 
5(о) < ay i log! г. 
ЖЕ. 由 文献 [4] 引 理 3.1 得 出 - 


引 理 7. 
Ж Ri(n) < 137 log? y. 








证 . 由 Parseval 恒等式 ， 我 们 有 








Y (п) = ] 1S(ajltda < r(x) log? т max |S(a)[?. 
= Е acE 


由 引 理 6 即 可 得 证 . 

引 理 8. 区 间 (1— e)z < n < z 中 使 1R2(n)| > 21-02546 的 数 的 个 
数 ， 至 多 为 тео 5А+Зе . 

WE 易 由 引 理 7 得 出 . 


Е. 基本 区 间 上 的 积分 


令 
e= tn. (aq)=1, 1<а<4<Ү. 
又 设 x (mod g) 是 由 原 特征 x* (mod q^) 导出 的 特征 ， 则 
S(xq. n) = Stn), 


此 处 


S(xan)= У) хар) ов pe(pn). 
Үср<г 
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4 h 
re) = 3 vilhe (2): 
则 
1 
Sla) = —— У Хаба) (Ta) S (ха, n). 
v(q) < 
#714, $ 
5(х®. л) =T) HWA), 
5(х л) = (ҳа). ло 0, 


其 中 xÓ 表示 主 特征 (mod q). 


Т())- У. е(1т1). 


Y<m<r 


我 们 得 到 
Sla) = Шт + E S la) T (Z W (ху. 2). 
pla) v(q) < Ы те 
# 74, ® 
S(x n) = T(n) + WO. п). 
59.7) = TG) + (АВ). 
S(xe m) = И (хот). xo 0, ха ХАО. 
其 中 
Та) = > тізі (тт). 
Ү<т<г 
我 们 得 到 


stay = TG) | Тоха) 
(7 e + (Q дй чн ч 





(ха, т). 
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R 
ame E e (S). вод E xe ($ ) 
Oum E Еб m), саит) = b» “ат. 
先 假定 不 存在 例外 特征 ， 于 是 
=н, (0) 
其 中 
КРСТЕ 
= S aco f* T? (n)e(-ny)dn, 
Ву(п) = “> ES РУ ход (-" та T(n) 


З (ха т)е(—тт н 
1 


УУУ xà J тори Ga man, 


dzY ха 5246 0 








其 中 Y 对 所 有 原 特征 (mod q) ЖЖ. 
ха 


4<Ү (а,4)=1 


в) = У Y ig E EA ун) 
Xa ху 
е EE W (xo MW (хо n)e(—nn)dn 


=L 25 25. > 5 agen ха aC n) 


41 <У diCY Xd, Ха) 4$Ү 
q 41194219 


а 
тоа) аа) / 7 WO п) (хаз тет) 
#0 


其 中 
Cus) E хааа) 22). 


(a,9)=1 
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车 存在 例外 特征 ， 我 们 有 








6 
=Y (п), 
izi 


此 外 





R(n) = YE Ч.(- FIT T2(n)e(—nn)dn 
2р8 1% 0 


= => 5 7% AS oec n Ше Т те (-птл)ф). 


asy Ф 
+19 





Ris(n) = 2 » Ж Суа(-п)та( vf T( (4) (0) (- —n7)dy, 
Y 





Ru (n) = 2 > © У: T(X) Casal 7n) E T(n) W(xa,n)e( —nn)dn. 
РШ; 


容易 得 到 
Ru(n cc п) + O(a?) = ne(n) + O(t), (11) 
其 中 
1 1 
6(n) = еа mE 
o T(: ве) +, 5). 
令 


$6) = x 2D» (2) ee To - 277. 
pm 


ріғ 


n= У (қа-ауб! 


Ү<к<п-У 


ШІ ЖЕК [4], 我 们 有 


Ria(n) = é(n)I(n)  O(z)-^**(;,n)). (12) 


$ 


ноо (S? wasmta). аз) 
-ag 
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则 
Вз(п) = 253 У YD "W(xa PIE 120 AI a uu n). (4 


d<Y ха 


Ris(n <> > Ул 2 У (ха) (хаз) > Ju 


4: <У 42<У Ха) Ха E sY n 
114.421 


кер (Хаь C va, xa, aC 71. (15) 


引 理 9. 2 x, 是 原 特 征 (modri), i = 1,2. 又 设 r3 = (ri r2) м = 


[ri r2], 于 是 тү = тзг, то = raro r4 = rarsre. 其 中 (rs, re) = 1. 4 m > 0, 





5(х Xe m ze MILD a xe "| 


= ҒАС?) 


719.729 


1 
75r6|Xri(r6)Xra(75) П (1 + —— 
рітаріт ФР x р?) 


Іште), 
Ф "т\т ы a- =)? 





Alri rj, m) = 





则 
Alri го, m)m 
S(Xris x m) < — m 
证 . ФЗ q = kra, 则 由 文献 [4] 引 理 5.2. 
та(ХҺ) = Ху, Gero)u(Fro)T(Xs, ), 
та(Х»») = Xra(krs)u(krs)T (Xr) 
由 此 得 到 
Sco Xe УЕ Y прот) (re) ro 
аты "I)e" (ra) 


Ir (Kr, Cr, a, 4 (—m)|. (16) 
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£ h = khi + raho, Wil 


kra h 
Canam = DS йы (т) 


— T. 
(rel 
him hom 
= ха (ЕА) (eh )е =т= 
Ex , ©; y C А ) 
= xs (xs (ЮС s, (m) Cu (7n). ат) 


我 们 可 以 假定 (ri re) = (rz,r5) = А 于 是 (rers) = (ra,r6) = 1. $ 
ха(а) = xi xs (п), xs (0). = Хп) (п), X xs (п) 是 原 特征 
(modri), і = 5,6, 而 хб (п) (i = 1,2) 是 原 特 征 (mod rs). 于 是 xr (п) хе, (п) 


= вх, (п) хов (n). 令 


xi (т) (п) = (п), xe (т) о (п) = xrsre(n), 


则 хене (n) 是 原 特 征 (mod rsre). {Н ra = rarsre,(ra,rsre) = 1, 所 以 


m 
C, aes (m) = УА pan h)e Cu) 
7576 73 = 
= 227 ХО rshi + rsreh2)Xrsre (rahi + rsrehs) 


(hara) (hi,rsre)z1 
him һт\ _ (3), 
е (-іш») е (-3m) = Xra (rsri)Xrsre(r3) 


q3 hım a ч hom 

> rors(hi)e A) (3) (hz)e (-"") ; 

= Xrsre (hı) ( vy > Хз (h2) = 
(hlvrsr6)=1 (havr3)=1 


Hi (16), (17) 式 得 到 
S(Xris Хе, m) S Inírs)u(re)xe (re) xv; (r5) xese (т) 


EnD Era) ен) nz Ë = ыст Сы 


由 文献 [4] 引 理 5.4, 我 们 得 到 
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та" (у) О) Com) 


7576 


ve! rsre) /tj (Пя е7 (1 e п Пла (1 a Bý) . 


当 (m, 23) = 1 时 ， 容 易 得 到 
y Cn 
> «ne (p - sp) (+; а) 


2 1 ут 
Пия) ne) e 


ptr 24 





(18) 








H (18), (19) 式 推 知 


-1 
(Хғ, xry, m) < А(ғ1,ғ. т) П (: = =) . 


pim p 


ӘНЕ 10. i m ВЕ, r > 0,72 > 0. HJ 


10.41 
A(ri,72,m) < — 


У” 


1, 2|rsre, 
Су (т.т, т) = 
mov B 2+rsre. 


于 是 


T$ 
GP 





Ci(ri rim) < 2V2， (rs, rg) = 1. 


1 
rsreCi(ri ro, m). T (1+ z) 
pira pira (р-1) 
Alti rom) < trag 


v'(rsrs) II 4-1)» 
- Ч 
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因此 ， 有 























9 I+ 
A(ri.r2,m) < Пп 5210) < 1041 
1-72. x < SUA 
引 理 11. 
2r 2r 
А(1,7,т) < zy A(r.1.m) < Жо 
ЕЗІ 9 和 引 理 11, 可 以 得 到 


Вуз (п) € 4г? Ы naW (xa) 
у v0" (а) 


< Жуыї Y YXwoos o(s: 067°: $5 Ycwoa)) 


d<log!9 z Ха d<Y ха 


oi 23 W (log! °) + o (0), (20) 


log? x 





I^ 


其 中 
W(Y)= УУ Wou) 


d<Y ха 


由 文献 中 中 引 理 5.1 与 引 理 5.2, 容易 推 知 


Ris(n) < UG + (паче. (21) 





H (15) 式 ， 引 理 9 及 引 理 10, 我 们 得 到 





10.41nW?(Y) 
R сыыс CLAN МЕ ч 
13(п) < ЕР) (22) 
i ) = i 
Ris(n) < 20.8212nW(Y,?) | enW(Y)z (23) 


Убр(п) Е e(n) ” 
其 中 
W(Y,r)- > > “W(xa). 


14.7) г Х. 
asy <= 4 
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д. wY) 的 估计 
^ 


2log? - 2j ха = xb 


У; "хар logp = Yu Was + Tt, ха = 19, 
Р n 
X xa(p) log p. ха # Xd. Ха # XXO. 


由 文献 [5] 引 理 1 可 得 




















1 2 \1 
而 æ |1 
моа =(/ ? Wa. | uj « dg У`хФ)!овр а) 
739 sd Ү<р<- 
- S! «pci 
ЕТЕ йүү у 
(17715 Xon» a) + O(zsd-1Q-tay-9) 
Y dQ zY 一 3<p<z 
— 
т 2. 92 
< шах *xa(p)logp| + O 237371), 
MES P» (p) log p| + O( ) 
t- Si spse 
ж 
E -L ха = 9, ү ха = х9 
xa = ат Y 
4 0, xa # XQ. М, ‚ Ха iX 


ЗАЙ d < Y = т^, < T < 101, Д] 


ó ‚ .部 2 
E xaln)Aln) = Вои Hat tO (==) | 


п<т 





此 处 "^ 表示 p # D. 由 此 得 到 











min(z,t) 
Уе хаб) юр] < У / КЕЕ 57145 
max(zY -3,4— Q4 )<p<min(z,t) әзі тах(:Ү-3,-%4) 
Ізі<Үзеа-1 


4 М. ый 1—4). 
узо > жо ^5) 
DM 


d , Er d , 
<% у (5) +y Quo ИО, 


> 二 lsyzed- азу, 
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当 1<d<Y, 可 以 得 到 


ET К 
И (ҳа) < zylór? > (zl-3A)3-1 
а>} 


М<=®+е4-1 
+2708 У Ps !  O(z$ eee 4-1), (24) 
а>} 
171<=4А 
W(Y) = xv L. 5т? > У: X 4073-1) 
4<Ү ха 
as 1 
S > yx У 1 +0(23- Mey. (25) 
4<У ха 324 
NP 


先 假定 例外 特征 不 存在 .此 时 由 引 理 4 和 引 理 5 可 得 
Y»: у; 'г1-3%%-1) gz син 20308-0 (ү, а, Y x°) 


45У ха ji E 





< (rdi) ЖЕ + О-о, (26) 
而 且 类 似 地 ， 有 
EE YU = 00108), (27) 
АҮ xd a> 
-1<=&^ 
由 (25), (26) 得 到 
Ww(y) < О-В На! +010), (ag) 


现在 设 有 例外 特征 (modř), В. 


1 
(1- (А+ е) )logz С < 5c. 


2138 12.8 设 Xi 是 实 的 非 主 特征 (шо44),Н = 1 — ô J& L(s, xi) 
的 实 零点 ， x 是 一 个 特征 (тойд), p= 8 + іт = 1- 6 + іт Æ L(s, x) 的 一 
个 零点 ，6 < 0.01,8< 8. # D = 4(|71+1) 充分 大 BD D > Dole), W 
1-66 2+ 
12 siog D? уу 
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引 理 13. 设 5=1- 8.x 是 一 个 特征 (тойд), p = #+т=1—6б+т 
是 L(s,x) 的 零点 ，6 < 0.1. 设 Di = [q.?] : (Ir| - 1) 充分 大 , Bl D > Dole), 
则 





1-66 _ -0t 
> А 29 
Е siog D; P! (29) 


证 . йа), 是 一 个 主 特征 (mod [7. g]). ШІ 
В. ха) = L(. X) = 0, (30) 
L(B + ir. Маа) = LG + ir, Ха) = 0. (31) 
由 此 及 引 理 12 就 可 得 需要 的 结果 . 

引 理 14. 设 F< riote.5(A+elogz< Су < ds WU 
TV1.5(6.075)A6(1 — 3A) log z 20 ү!- те 
1293-22 Хз) 
+0(22-8). (32) 


1 
zi 





W(Y) «( 


证 . 在 引 理 13 中 取 D, = z15^+s, 得 到 
6> DT200118.1log Di, é < z. 


因此 
1 
log 一 一 一 一 一 一 
$»5- (8.1)(1.5A log z)é a ETE 
(2.001)(1.5А + =) log z id 


从 而 
5-355 > т\1—3А\(8-1) 


4<У ха — 824 
1yrl<zA+e/d 


11 
«f (a4 4.79) 01-300) Jog ri-ahda 
= JA. 

i 


1-7 
+ | (259+ )201—9) 201-3281) log rl-3da + O(z-5) 
-e 


x ( 12.15A8(1 — 3A) log z X 20 yer 


+ O(z-$). 





1- 9А – 2= 12.15 


由 此 及 (25) 式 可 得 到 引 理 结论 . 
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由 (28) 式 容易 得 知 


У" (10619 z) < 107 922. 


E 4057 V/1.5(1— 31) V / 20 V7 38593. a n 
т< ( 2001 — 9) - 3e) (5) ЗО). 


W(Y.5) = У У "И(ҳа). 
ха 


在 引 理 13 中 取 D, = 275, 则 得 到 





1 
bg туй 
6>n= A < 
27-3900 43)hgr 55 
TR 
Y Y > g 7999-1) 
xd p> 
Ivi £z^** ja 
< [genito anie Jog gi 
i 
+ [gira og z-ga + (277) 
l-e 
81Аф(1 ~ ЗА) log x \ / 20 |!-253 EP 
«( 1-9A- 2c (zm) TTE 
由 此 及 (24) 式 即 可 得 证 . 


五 .定理 的 证 明 


(33) 


1. 首先 ， 假 定 不 存在 例外 特征 .由 (10), (11), (20), (22) № (23) Ж, 
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Ri(n) > пб(п)— Буви (log!? г) + o( wan) 


log" = 
+ оле 0) rogi 


= ds IG ea C) 


| (1.5)(1 — 34)? п B 
(a Ne )7 > 20110.05: — 0.636z) > 0.014z, 


定理 由 此 得 证 . 
2. 若 存在 例外 特征 ， 则 








Вип) > n6(n) - |6(n)I(n)| + O(z17^* (F, n)) 
-4 (ве дови 3 тауду) + 20. ua ЕН 
+eW(Y)r? +о(® iw n) +о(# 0}. (35) 


log’ т v) 
我 们 分 三 种 情形 讨论 . 


йу) =1% I (р-2) >91) тї. ж I (р-2)> 1, 
Р|# РЇ Pli,ptn 





16(п)Г(п)| < ne(n) П (p - 2) < ene(n). 
pli ,pin 


若 (n,7)=1, 则 [I (р—2)7! < бє,(# > logl5z). 因此 
plř,pin 


Ime rb Y Ey 0592. 1 
Rin) > 9 tne Б1р) 2ez — 10-95 — eW (Y )z3 








_ 10.41 20.82W (Y, 7) i] 
wy 
ye NT 
10.41 1.5r2(1 — 3A)27 
> 65r — 
P is Р Ve (а - 9Д)2604Х1-05 ) 





2 1.5е(1— ЗА)т 20.83 ( 4.05ту/1.5(1 — ЗА) ) 
T — 9А)е2(912-!'-09) б 20(1- 9А) 


20 \ 1-25 
(жт) z} > 0.00015. (36) 
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入 


2) (п,Ғ) > x2. 


X is Y аа) ati. (37) 
ый aee m 
3)1< (nF) €z?, Ш 6-2 < 1. 
РЕріп 
由 文献 |4 аа (325) =® 因而 101,02 1#(р > 3). 但 
ILo-2«1 
рт 
所 以 


由 (35) 式 可 得 到 








Р (п) > n6(n) - J6(n)i(n)| - a fse: W (10410 жаған 
M тінін, Pai TER o( m ) 
+0(21-3+} в}. (38) 
容易 证 明 
n6(n) - |6(n)I(n)| > 0.6516 өзбек c. 


因此 ， 由 此 及 (32)-(35) 和 (38) 式 ， 推 出 

Бу (п) > (0.0705 - 0.0485 — 0.002) -Tzr log z 2 0.0012 20-25-05 (39) 
H (36), (37), (39) 式 及 引 理 8, 定理 即 可 得 证 . 
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某 种 三 角 和 的 估计 及 其 应 用 t 


в 要 
设 N > 3 是 一 个 整数 . Ar = loøgN,H = V. Ж а = 
全 十 在 -(a,4) = 1,[8] <1 本 文 的 目的 在 于 证 明 当 1 <q < Nu, 
我 们 有 
> e2riep < 1.2Nr9 "deg (us 十 сон + утва). 


PEN 


— 51 š 


жш Y^ eno 的 三 角 和 的 估计 在 解析 数论 中 有 很 多 应 用 ， 例 如 在 哥 
PSN 

德 巴赫 猜想 (可 见 文献 Ш 中 的 第 五 章 和 第 六 章 ) 及 素数 分 布 方面 (可 见 文 
& [2] есе 都 有 很 重要 的 应 用 . Mit a= s 十 41 << 
М, |9] € 1. Ф Sla р] етер; 很 多 著名 的 数学 家 都 曾经 对 (8) 的 估计 
进行 过 研究 . H 前 关于 E 的 估计 最 好 的 结果 是 Vinogradov 所 得 到 的 ， 
他 证 明了 下 面 著名 的 结果 (可 见 文献 [1] 中 的 第 五 章 的 定理 1 或 见 文献 [2] 
中 的 第 九 章 定理 1). 

设 a 是 一 个 实数 ， 且 可 表 为 = 2 (24) = < 1. 4 N 是 一 
个 整数 ，N > 3,7 = log N, 媚 =e05w, 则 当 1<q<N 时 ， 有 


(14-1 5) 
ба) «м уан! 


现在 我 们 较 大 地 改善 了 关于 Sla) 的 估计 ， 当 1< g < N 时 ， 我 们 有 


Sla) < 12Nr P dog (5 + +0080 У MD 


* 1982 年 7 H 12 НЗ, 1984 4p 7 月 26 Hik SHE Ж. 
+ 原 载 中 国 科学 ， A 辑 ， 27(1984), по. 12, рр. 1096 - 1103 
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=. 几 个 引 理 





引 理 1 当 NN<6 时， 则 我 们 有 
N 1 
> = log 1.95N. 
n-l 

dE 4 N = 6 BF. 我 人 有 Ei- t = 245 < log11.7, 故 引 理 成 立 . 
Mit M 26, XD N = 6,…,M 时 ， 引 理 1 都 能 够 成 立 而 来 证 明 当 
N = М + 1 时 引 理 1 也 能 成 立 . 由 于 log1.95(M +1) = logl.95M + 
log % = log 1.95M —log(1 — уру) > log1.95M + үү > xMt Ls 
38 1 得 证 . 

引 理 2 当 已 >1, 而 a 是 一 个 实数 时 ， 则 我 们 有 


Б 
| yere 
z=1 


其 中 ((a)) = min({a}, 1 - (a]). 
证 见 文献 [2]. 
引 理 3 Й (40 = l.a 2 0,q 2 1, f] e = $+ а. ЕФ |0| < 1. 又 设 
U »0,P z 1, 则 对 于 任 一 个 整数 M, 我 们 都 有 
M+P | 1 P-1 
PX min (v. xe < [| + 1)(50 + 9105 q). 
Ж FABE РЕ ТЕМ. 34 q < 5 B. ШН [21] +12 8, 
故 知 本 引 理 能 够 成 立 . 现 设 4 6. 当 已 < q 时 ， 则 可 考虑 求 和 是 从 M +1 
到 M + q, 我 们 有 





< min (Р. 


1 
| Жоу); 





az + [Bg + aM + М] {Bq + M) + 
q q 


o(M +z)+8 = 


由 于 (a,q) = 1, с 5911 Ë] q Bf, az +[Bq +a M + °M] 经 过 模 4 的 一 个 
完全 剩余 系 . X. 4 z 从 1 到 4 时 , 则 由 于 |6| < 1 TBR {B+} tE] < 2. 
HT q > 6, 故 有 

M+q 


š 1 q 
У min [U,——— <U + — < 50 + 41064. 
AMET ( Gs Bj) 1-27 


3<1<3 
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34 P >q 时 ， 则 可 将 区 间 [M +1,М + P|] 分 成 为 不 多 于 [E] 1 个 子 区 
间 ， 而 每 个 区 间 的 长 度 不 超过 q, 故 引 理 3 得 证 . 





Mn 
№ 
D] 


2 


R N > 3 是 一 个 整数 . 令 r= log NH 25V xita-te 8 X 
ф (a, q) = 1, fi |0| < 1. 
定理 1 当 1<g<NN 时， 我们 有 


ба) S ами (og (5 + + 89 +9). 


证 由 文献 [3 有 


1.5№ 
log N ` 





5(а) < «(N) < (1) 


当 V > 12977 юг) 时 ， 则 由 (1) 式 知道 定理 1 能 够 成 立 ， 故 可 假定 


7/2 2 
> 5т'/*(1ов т) 


> п = 3277" (logr)?. (2) 


当 y 258» 12577 1(logz)-! 时 ， 则 由 (1) 式 知道 定理 1 能 够 成 立 ， 故 可 
假定 
91054 < 1.5625N 77 3 (log r)™?. (3) 


先 设 N > 6, 此 时 我 们 有 3.2(logr)2 > 1, 故 由 (2) 式 ， 有 q > r7 及 
гї (log r) 1064 > G) оов). (4) 


Ф fi) = 25096272 则 我 们 有 


ў 175 15 
fe + zm) = (Z t -1) (7). 


B zo 为 方程 式 + varia 1 = 0 的 根 ， 则 有 70.6 < zo < 70.72, 当 
ж > zo 时， 用 (z) E z 的 单调 威 少 函数 , 而 当 z < zo 时 ，f1(z) 是 z 的 
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单调 增加 函数 .由 于 有 (1.94) > 0.8, /1(900) > 0.8, 得 到 当 1.94 < г < 900 
时 ， 有 户 (z) > 0.8. 故 由 (1), (4) RA 7 > el%4, 我 们 知道 当 7<N < e 
时 定理 1 成 立 ， 稍 经 计算 后 ， 当 4<N < 6 时 ， 有 


1 УТ 
т(№) < мов”) (ifs + 1 ПЕТ! + VO. 


所 以 我 们 可 以 假定 
М> e99, (5) 


Н- e0.5VT > el^. (6) 


由 于 NE-60 = evr(vr-39 > 1, 所 以 我 们 有 


N > 万 60. (7) 
юв? = (пен) og H < (та 82) (L), (8) 


由 п > 1 及 当 t > е1323 时 ， 我 们 有 Чеп) ) = ын >0, 
故 得 到 
N s 8258; (9) 


0.5 z з, 


令 hle) = ЧР, WRIA fa) = (a ~ 22) (0) = а - R). 
故 当 z > 900 时 ， 我 们 有 fel) Da Qon 而 由 (5) TRA 


Н>. (10) 


+ Һа) = xz085el05-los2)Vz, 则 我 人 有 (а) = (989 + 95-962) (а) 
(17 + 0.5 - 12) 49), 故 当 т > 900 时 我 人 有 fa ) < (900) 
(900)0-85 e (0.5-log2)(30) <1. H (5) 式 ， 有 70 856(0.5—log 2) /r <1, 故 得 到 


lI 





т0:85 1 
一 . 11 
F H a1) 
由 (3) 和 (5) 式 有 
aloga < (9959 (ов) < 1257—00) (281) 





N 
< 0.0003Nr- (1989); (12) 
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又 由 (2) 和 (5) <, # 

















m 





5\#/5\} -1 -1/5 
2)*(2)? < 1.25r7i (log) (2V. a3) 
Q'O (os) 2) 
令 P= Прин 
p< VN 
= У eg. Y 6879 y^ ща) = S+R, (14) 
1<я<М 1<п<М d|n,d|P. 
{np)=1 
其 中 R < VN. 又 有 
2logr 
51| < |$; 
151] $ 152+ ( 1052 ) „ах, 80м) + (аз 2) et, 0. 9 
X*iI$I-[Ya) У erim) п 
ар 1€m&min(H, X.) 


5(М) = x > ете 


аР тіп(М,М)<т<тіп(2м, X.) 


当 M > H 时 ， 则 由 引 理 2 有 


5м) < Y (ат) E + 





(I-1)q<4S(I+1)q 


其 中 4= [i + 3]. 现在 我 们 来 估计 лась шіп 2, ар) A k id ad 对 
Жа ЛАКАЙ. HT (a.g) = 1 及 1 < d< 中 故此 时 有 1 < k < q-1. 


T an (E (enm) 


Fri |0| < 1. Ç 


k. 281 < k < 3 时 ， 
и= 
q-k, щі << д 1 
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则 此 时 有 ((ad)) > 2 而 得 到 











1 1 

nl а озу) P 2 (= 56; )) 

< > Е т 52454 5. eq? +100). (16) 
150583972 14-5 
由 引 理 3, 有 

> GamE ) 
mm. Js - + 41054 

Э=1(у-$)#<4<(0+$)4 d 2((ad)) ізі (2-94 


«(x«t a 2. (17) 
现在 我 们 来 估计 |521. 我 们 可 以 将 |S;| 改写 成 为 
51=| У: У nyered], 


1<т<Н q«N p 
4 ko = [yg] + 1, 34 0 < k < Ko 时 ， 则 令 б, 是 一 个 正 整数 满足 条 件 
6, P, 而 bk 恰 好 有 上 个 素数 因子 大 于 H?, 有 





ko 
15| € 》 5, (18) 
k-0 


> > шөуетейт) 


1SMSH ép < X 

现在 先 来 对 5) TH 9% 的 素数 因子 的 个 数 为 1(60), WA 

& < H"U0, 4 So > а, Ж Hé) > 00, ИЖ êo) > zy -1 

由 于 d(50) = 2%) > 279527, 引 理 1 及 ист) = Emey Eam 1 € 
Хасу ЭРЛ 1 < y(1 + log y), 而 得 到 


а Y 1) 


其 中 sP = 











> 


1 
1<т<Н <y 27968 


<< 
Әттен N(1 + r)log2H. (19) 
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现在 对 1<K < ko 时 的 SÍ 进行 估计 + 


> > етар |. 


1<m<H pec Ë 








其 中 了 是 经 过 区 间 [Н?, VN] 中 的 所 有 素数 而 t 是 一 个 满足 条 件 P МЕ 
整数 ，t 恰好 有 大 一 1 个 素数 因子 大 于 H?. 4 k > 2 时 ， 对 于 T, 中 的 plt 
的 那个 部 分 ， 有 


«1 01N log2H 
H? ` 





N 
«Y ж N(log 2H) я + ^а 1) 
1<т<Н нг тр? 2 
SmSH ң2<р<у2 


当 上 > 2 时 ， Т. 中 所 剩余 下 来 的 项 都 是 SÍ? 中 的 项 ， 且 si? 中 的 项 都 在 
T, PHIL k K. HORE 2 时 ， 有 


510 < п, 101Х l01Nlog2H 


—H — (20) 


X (20) ощ k = 1 时 成 立 ， 故 当 大 > 1 时 ， (20) 式 都 成 立 ， 我 们 有 


шт = У Сим = 57 E i= У ща[®&], 





т<у mXy d?|m de уу m €y,d?|m dc /y 
故 得 到 | 5 щт |< vs. xri ер 
c 69) + 
a 
EE жы = —= Дес, 到 
Es y m в ^ EN 
[У щт) = Serenus. (21) 
т<у 


现在 来 对 于 1 < k < ko 时 的 Ty 进行 估计 . 令 Elu) Ж u = mp 的 表示 
数 ， Ефіст<Н5 М Н? < p< УМ. 4 u < НВ, # &(и) = 0. 4 
а> УМН, Ж £u) = 0. 4 H? < u < УМН i, Ж Elu) < 1. AE 


Tk < $e om (22) 
очен 
<< ену 
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У 0 иде"). 


2!H?<u<2!+ н? i 





жет = 








由 引 理 1 到 引 理 3 和 (21) 
式 ， 有 
те < ( у әу p» | Y: ageres 


1 
j 2 
21Н?<и<2!+1Ң? 2'H?<u<2+1H? («M 


2.5)(2Н?уү# 
«(x 20) (хо X ee 


HH? 
істен mlog 7 и 2- IN H7? t3«2-1IN H7? 





1 


y gratan) 3 
2!H?<u<min(2'+! HEE) 
2 ( (1.6)22 H (log 2H)? ) 
ТА (062)3(1+1)% 
1 


У иаи) min (21H, атау), 


п<2- 5, 2 t2<2-INH-2 (оф = tz 


(log 2)? (l + 1)? 


UT 
< (ӘЛ Т (1.6) 2: Hog 2H): оозын) 
1 


> (гут; + 1)((6)(2 82) аю 








1<2-1МН-2 

(1.6)23 Н(юв2Н)2 М |, 6 2 ін 
< 
Ў { (log 2)2Н22(1+ 1)5 } т VINA NH) 

5 ,glogg | (5)(2.H?) | logg yË 

+ УОТУ *ugi) 03) 

当 0<1< ОН 时 ,我 人 有 2 < /NH-1, Mob (7) 式 有 
2-INH-2 > VNH-! > H”. (24) 


іші 


%0<1< ЖУАН! n$, 则 由 (23), (24), (5), (8) RA OGE) GS 
10-5)? < 1.084, 有 
1 1 


(9) 1.1/5, 9084 1054 
TO < 1.0841 + 1) м (+ N +в чат) 


m 











рім 5441089, 1 ogg? 
< пові) мт ( iX Um wur 
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[1984] 
又 有 " 
1 Жоғ? dt log № ү} 
-<2- 二 =2 (26 
е (I+ 1)2 / tz (ксл) 
L ri 1 1 1 je 
— <1+;+———т+()(1-—-=) <2.4. 27 
Larn 2 (23: (в) в) en 
(22), (25) 到 (27) 式 ， 有 
1 2 ia 5 41064 1 
Te < Nr [aso (5) 7 (үг+ N * qu) 
$ (1.084)(2.4) Vlog q ) 
H 
m ay [9 , qlogq 1 2.61y/logq 
swiss) ( ам tga) h. (28) 
又 有 
кеі А 2 
т < 106 260 < log(2 + 272) = log үт + log(2 + -% 
= k к Ут + log( vr 
DET lo, 802 + тє) S 0.607 log . (29) 
由 (18)-(20) =, (28), (29), (5), (6), (8). (10) 和 (11) <, Ж 
Ir} ПІСТІ 2.61 оба 
191 € Nr о H o а.) Е } 


+ 10+ Nlogg2H N - 
VYN log tg TER (1 + r)N log2H. 


Н? 
1 ау [5 91059 1 1.590; 
< Nr (1 123r? (,/ 2 + 9089 : 84 
(og 7) [112391 ( Т u)* 
(30) 





1.1№70-65 
И ` 
由 (14)-(17) Ж, (2), (5), (12), (13) 和 (30) 式 ， 我 们 有 
r+2logr 34104 | 5Nr 2logr i, Міор4 
уйе та sar) s) 





181 «1$ «(Tis 
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logq YÍ 
< |52l+ (24r)(0.0003N 7-1) ( 1984 y 


+(1.5Nr?) (12577 (ов 77) ( x y 十 2.9Nrš (log r)(vllogq)H-! 


< |52| +0 отм (2282): + озвху+(5)} 


+ 0.6Nri(log r)(log q) 


H 
< 12Nri(osn)( xg qloga + vloga ) 
q N H 


故 定理 1 得 证 . 
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关于 哥 德 巴赫 问题 1 


в = 
在 这 篇 文章 中 我 们 证 明了 : 每 一 个 正 奇 数 N > es Жө 
表示 成 为 三 个 素数 的 和 . 


— 51 в 


Sk 1742 年 哥 德 巴赫 在 给 欧 拉 的 一 封 信 中 提出 了 如 下 的 猜测 : 每 一 个 
大 于 4 的 偶数 都 能 够 表示 成 为 两 个 素数 的 和 ; 每 一 个 大 于 5 的 奇数 都 能 够 
表示 成 为 三 个 素数 的 和 . 这 就 是 著名 的 哥 德 巴赫 猜想 ， 1937 年 苏联 数学 家 
Виноградов 证 明了 : 存在 一 个 充分 大 的 绝对 常数 No, 使 得 每 一 个 大 于 № 
的 奇数 都 能 够 表示 成 为 三 个 素数 的 和 . 在 1956 年 苏联 学 者 Бороздкин 宣布 
T No 可 以 取 为 ee”, 但 至 今 尚未 见 到 其 证 明 . 在 本 文中 我 们 改进 了 这 一 
结果 ， 证 明 如 下 的 定理 : 

定理 ”每 一 个 奇数 N > ee ”都 能 够 表示 成 为 三 个 素数 之 和 |. 

为 了 叙述 本 文 的 结果 ， 我 们 先 引入 如 下 的 记号 : pplk = 1,2,...) 
总 表示 素数 ， N 恒 表示 正 奇 数 . Ф г = log N,r = Nr КМ) 表示 
将 N 表示 成 为 NV =p + pa + ps 的 形式 的 表 法 个 数 ， 则 我 们 有 I(N) — 
[ S*(a)e(- Na)da = у S*(a)e(-Na)da, 其 中 5(а) = > е(ра), 

T p<N 
对 于 任何 实数 9, е(0) = е”. 熟知 区 间 [7771.1 — 77] 中 的 每 一 点 a 都 
能 够 表示 成 为 a = 1+ 2, (а,9) = 1<а<т |2 < + 的 形式 ， 我 们 用 
Е 表示 满足 1<q<73 的 a 所 组 成 的 集合 ; ЖЕ) 表示 满足 73 < q < 19? 
的 а 所 组 成 的 集合 ; Es 表示 从 [gr 1-7 т 中 去 掉 Bl 和 Ez 以 后 
的 点 所 组 成 的 集合 ， 最 后 我 们 令 


h(N)- T Sa(aje(-Najdae， L(N)- 人 S*(o)e( - Ма) аа, 


(№) = 1, | S'(o)e( -Na)da. 





* 1988 年 11 月 3 Hi), 1989 年 3 月 11 日 收 到 修改 稿 . 
+ 不 载 数 学 学 报 ， 32(1989), no.5, рр.702-718 
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- 关于 (N) 的 一 个 下 界 





В rs 100 AL "om N e(zt) 
引 理 1 doo > 是 实数 ， 和 > oo 8) = | үшүй 


则 我 们 有 





1.02N77!, Ope Noi 8, 
It. 3) < лата), 3 N^ < |:| 078 at 
1.03]2|-1, 3 EN% < |e] < 3 nt. 


证 4 М> ео 时 我 们 有 


а СУ. $ N dt 
M PL 00-3 
Mw. 8 < 人 logt r 1052 1 (log t)? 
N N dt 1.02N 
< < ы 1 
== SEEI (10513 ^ r а) 


3 N- < |:| < š Ж 


N N sin2mzt 1 
f sa +f == а <(@+у? (2) 
2 t'logt 2 (1 








|Ум(=,8)| < 





其 中 


10| = 





N cos 2N|z 4|z|+1 
І cos 2721 а < І соза. dul < f du И 
2 +2105 4zl 2121106 还 44 2121105 53 


уе db ус [tua dt 





rra ДЕ 


log t 2 logt ` 


жп d 
当 |z| < 时 由 我 们 有 // к < — v Г 如 果 N > e100,2|z| < N78 
则 





d 2+ _ 2 p dt (0528. 
2 logt log(2+ =) 1082 (logt)? ^ |zlr 


注意 到 үн < 1.03 以 及 (0.528) (25) < 0.747 由 (1), (2) 两 式 可 以 知道 本 
жанымда. 





[1989] 关于 哥 德 巴赫 问题 379 


现在 我 们 就 来 估计 (М). 由 五 (N) 的 定义 和 М > e 可 得 


r q › £ 
п(№) = >> [5 s( +)е(- G + z) N)az. (3) 





LM 4 
нау 表示 > E Sla) 的 定义 我 们 有 


а=1 а=! 
S(o) = Si(a) + > «(ро). (4) 
Е 
0. 4 n < 2 时 ， 
Ж 5цо)= D ера). EX Lim = ү |" „сз, È 
eun 2 logt’ 


ока) = У AQ. 


nt 
n&l(mod q) 


WH о=ф+:,(а,4)=1,1<@0<т°%, la S TN 7, 我 们 有 


4 


Е P o (М) - 2m2 [ sesso nar) 
1:2. : Mm 
7$ 25 A - Ex(l) | ss) 


一 2riz Гчә (uw sif m: eja 45) 
) 


4, ; (№)  Ex() fN 6-1 
Nz) «(N;q,l) - 一 一 
+> (омо (коео S Л kara 


тан fa (ran 00 ых) 


к (59 ) («мәш 一 2riz [саге 
say гче, 


-2 («өз [ iss а)а) + В(а) 





| 
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(uo [N elta) y ды Q [^ e(iz)tf- 
xr logt 4 [= кг + Қа) (8) 








其 中 Аа) = (а) + оба), NS (ne (Z), менен 4 的 实 特征 


т=1 


0.1077 
4 














X BER Lis) ARFA 1-5 Bf Ë =; m E-O 又 








ғ Е ı fal N di(t;q,l) _ ШТАМ) 4 Ёх(а)т(х ) 
Шы (3 4% n bgi pla) pla) 


Г 8-1 t Я 
š : — dt - riz | LÈ "ES І 48:91) 
J logt q 2 logs 


мео, Баб) foh «Да 





十 
yla) v(a 2 logs 


Ri(o) = 一 (e( No) (Pele) У? "YU Dems f «n 


z)dt; 


= q = 

1 р<М% аад 
4, ë logt/ log р 1 
У) (5 ( = 14. 
m PS Vf vial =t(mod q) 

由 N > ею 易 得 
la 2 H 
Io(e)| < <. N34 + тету. (6) 


由 А.(о) 的 定义 我 们 有 
9 . 
Ri(a) (Гу 20360) , кгр “) 


= 4 É N log2 t(log t)? 


-( ы jog2 * dry х) (ж ) 
«(PAD Е Nasi pi сты) 


S t [o 


1=1 

















[1989] тивна 


-( em E vo +f R ) ( ED ) 


Ежа) ЗАТ ЕЕЕ Еа: 2а 
+( pla) ) xg: Зор? . 2 B(log s)? ds) jen ! 


= Вз(о) + Ва(а). 
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(7) 
其 中 





_ 4, e(a 24() _ Ex(a)r()22 
= «(> - E "ҰЮ Als ) 
al Pos » 
ЕКЕ (e son aep Berry, 











я 1052 pla)log2? (4) ов? 
并 且 我 们 有 
тү, fal ша), Ех(а)т(Х) N^ 
R - Pali ^ Bea) — 
oi s (S) [y «(Semen + | 
N 1 
+/ (авл) 





га) ED , EKOT 
ж Ф) pla) Ы Bola) 


б 
ena" {|- “+; ( ен + Paru a | 
Y. (2) ео - дз 





Z 








per: pla) 
, Ex(a )r()s? ds 
Boios (a7) J ч) 
т 8-1 
Јм(г)=Јм(,0), Rs(a)=R(a) — кшдш) f" i Ez ur e(po), MJ 
由 (4) 和 (5) 式 可 得 


_ шба)Јм (а) 
Slo) = 78 ана). (9) 
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BTH n > 11 时 有 mos5(n —1)7! € 1, Ж 
Іше Іше)! ро%% ((2)(3)(5)(7))®96|и(4)| 
«e = (59 (11771) s 








yla) 4236 (2)(4)(6)49:56 
d (10) 
我 们 有 
TRES. Пь>2(1-р”?) 0-(p-17?) 
HO g-m)- 1-{ 1 (1-р72) 


Ш 
— 
оры 
— 
=ч 
al > 


| бе ТЫ "п ) | ( Ў uu) 








1 - i | 
CIL (- (p- G=) Де -к°%)) ee (D 
由 (10) 式 知道 当 N > еее 时 有 у: LE, < 0-5, 故 由 (11) 式 可 得 当 
>r3 
奇数 N > e6000 时 有 > 
м), 7 Sef- aN 
1<9<r3 (pla) E q ) 
ша «Қ Іше)! 
2 (еда) E = Aa 57 (Фу 
-5 
:(x6- езу) (+5 sem 10 
> (2)(0.66012) — 10-5 
> 1.32023. (12) 


4 N >e ian maps 

















N e(tz) A3. e(mz) N тя pt (o / e(zu) 
[а-у E2- I ү" (69) 
AA (mu 2n|z| 1 
- т=2 J. ( logm "n m(log m)? Je — m)dt 


< 1.03z|z|Nr-1 + 1.242. 3) 
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当 N 26900 时 ， 则 电 引 理 1 和 (13) 式 可 得 


f per (F my 

T (us + x e ) 

< (9.875 co [A eame: + ІК ама ауа 
JM a" 242 + E ) 


< 26.5N7450-1. (14) 


z < (3(3.03297! TINT} + 1.242) 











H (10) 式 我 们 有 


іше), Y dc 
X1+1+-+—+-+ 
& (#9 4 16 4 36 











N- > 2 11% 
N > e100 аван |У (em meene 7o 故 由 (15) Ж 


由 
H h = r 可 得 








Іше) ips: 
РЭД (о(9))? 









































Іше)! 1. IN. 1 I (та) 
s X. (e(q))2 р (s т? tz 5 > 2 logm ч 
lao) (сам оуу [5] C та) |2 
5 «>м (е(4))? n т + #3 ) Í > log m 4% 
«sve? f mar (16) 
т=2 
完全 类 似 于 (16) 式 我 们 可 以 得 到 
Іше) Jl, ES S Hunt И ds 
A. (600)? еа М Гр Прэ "ds. (п) 
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[1989] 
又 我 们 有 
1 N 
2 
f. (> log а)“ 一 Nz)dz 
N-1 N-1 N- 1 
E pP - (log mi) (log ma) (log ma) 


m+m2+ma=N 
N-4 N-m,-2 
2(ogN)? У У 12y- 6)%-3. (18) 


m=? m2=2 


当 М > еб000 时 则 由 (12), (14) 到 (18) 式 可 得 


xb» s [Lose Dee(- (++:)м) 

































































4) а) fw (S= ет) Y LE 
: p vs (2 22) e] e(- С н)н)а 
" 100) ` e(mz) 
EIC E iE 2 logm е 
4, (а) | _ ам $ Aa e(mz) 
> | 2.25 {дой 4 p E тарады 
Е ДОЛЫ ДЕ = e(m:) 
iaces (P)? Ја | и, ogm 
_ a, ~ e(mz) | 
15957? з (0 3 
Е 745). Іше)! 
МАМЫ m" ара) 
> ® дш) w- 6)? Na ~ е(тг) |2 

















一 (26.5Nr45) - > lu(q)| 


1,2 (9)? 
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> 0.66N2r-3 — 5.5JV2r-4 — (26.57Vr45) 


E dk (3.54)? 
(zt tut) те) 





























80 КЕТИ, 
> 0.659N27-3. ds 
令 
АС š B uo ү EX(a)r(3)t? 
us (oss) à ү 4 )* «е о) ^ — Be) | 
t n(a)v | fal ка Ex(a)r(3)y? 
AL wo) +y (Lunn + OAN | 
dy M N 
сон rec / Anat. 
则 由 (6) 到 (8) 式 可 得 
Е 2 1 
Ins (22) < iN тз тач ое + (3)( < D 
nt b | N e(t:)ð-1 
S LO * (q) logt “|+ Re( 2 +) 
gi К, N е(#2)19-1 
l Nigt ам 
5:У%4-4 Z alel iere "o Jd tier «| 
+ Hs (* x n Um 
其 中 n [š + =) = Awqa + 2т|2|0 ма 由 (3), (19) 和 (20) 式 可 得 
5 
(М) > 0.659№ 3 - S Mj. (21) 


其 中 


З1и(9)1 [= 4, 2 
Миз (21? 02 
i P (ФФУ /二 Мы) > [в (1+ ) 


= 1<q<r3 MES UM x a nG) D» Є +) 
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12,3 (2(9) 
ТТГ 
"е (a) FÉ MCI (sve 


(2+ КЫ E. 


9 
- i | 
+ У; үрт X (Euntes 2 бат) кә(імі 


1505" qr a=) 5 


мт > о E £ BAG > ( d №4 + 2 n|z[N3q T ar 
(4 





2 
gs ria +) 








+ vig +) I (s а :) 
15 了 





1 
+3(3 Мат INig+7) 











des ( = +) Зе 
ъ= у: n [SPEI up 








3 
у; 301. 


iae (q) 
«22700 T «(уда 
2 


= с er 


д тегіміз +r 








ola) logt 
41; ауді 13 
(+) )e«z EU v) PE Lx 











| аш 


pla) Jz logt 

2 T2 2 š 
e ont = = п|2|№2 ^ 
Ш ь (1+: |) +3(3 $a + тр тг +r + 


Ёт) [^ e(t)! yd р 

Ра) b bgt “|ы 
令 fi(z) = 2780: 006 z)-600, 34 z > e000 时 则 由 f (6999) > 1 和 f1(z) = 
2-80(1 — 600 200.) х (log z) 600 > 0 可 得 fi(z) > 1. 所 以 当 N > e6000 时 我 


2 
и 


һ(2+ 
4 








y 





) 








Торт 
们 有 N > 2905600. 故 有 d а <іл-і, таз N > e600 时 由 引 理 1 可 得 
іші f [Y үзо2у\?,1 2 | 
ае Імі nz 
50 ena vin {Г А Е ) (s тЫ мба) а: 
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1 


37 1 2 
dc]. (олат: 1—1) (ha 2 пама) а) 
FER 5 15 


N^ / 1.02N Pxd EE 3 2 
T6 >: wolf f ( n )((5 hee star) 


154573 


1 2 ; 
+2( 5 №4 + is т|гМ + ")ау 十 атау): 





2 
+ f° (0741275) ( (3 Noa ҚАБЫҒЫ) +2( 


5 


әде 


2 з ç j 

+ вам тал +47№ 5): } +2 Y (q) 
à 5 1<9<r3 R 
я Рот 2 3 Li 2 3 

2Niq4 —LaiNÓqer LN. — rz: NŠ 

/ {(3 9+ 157 her) +3( Shoe S ma Nia + r) 


(AN + 4TrN2z) + з( i №34 + 2. те? + г) ах + м 


TU 
x (6)(3.54) У lui) (UR) (0.41N7$q) + (0.74777)? 


40:96 
1<q<r3 
2 " 1.00N , 
(8.2 Зв) } +6 Y шо ( — ) өз + 0.194?) 
1943 И 
(0.74777! (0.174775 + 5.3N 3q ыз) + X (24) 


154573 


(0.08N 3 7 1739 + 6.7Ng-2r30 + 66.2.V 3g-3r30) 


< 0.0001 N?7-3, (22) 


11.502 


$ falz) = e-* ^ -z(logz)-, 4 z > e° 


ийин fi) = enm (1- 
2 11.502 
) (06 х) 12 > 0 fo(e* 77) > 1 ipf r(logz)-!? > ее. 所 以 当 


log zr 


t > e ”时 由 [5] 中 的 定理 可 得 





Ааа < БОСЫН ae y(log y + 2) f 0.1392 dy 
77 (оби Л y(log y)? t(log t)-12 (log y)!?35 
< 0.1324 t(log t) 71135, (23) 


x N 7" 时 则 由 (23) 式 和 Nr-7 > «7 可 得 


М7 N 
Яма «f атай + 人 0.13242 t(log t) !! dt 
Nr-7 
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(1.01)(0.132)N?g2 №242 
= 271.35 + 13 


щт = log N 261150 时 ， 对 任何 实数 0< A < 0.1 我 们 有 
N e(tz) “а 1 NS N dt ) 
J вет“ s f тор © (ға) т +Í t^ (log t)? 


š (+ A ес +( 1 E ye a ов )) 


< 11113N172571, (25) 


< 0.07N2q5r" 11р; (24) 

















Ф1-й= ё N2 ee ”时 则 由 (10), (23) 到 (25) st, 9198 1, [6] 中 的 




















定理 1 我 们 有 
ЕЛДІ to) Laj Вт(Х) fY e(tz)i?-! | 
J а 4: 
25,66 ы HARI P 2(9) Г log 
Egi N-1 / 1.02 1.1113N1-5 
B SAVE Ед 102N V? ( 1.1113N'75 
< (6)(3.54) x (Ru ( Е Y ( > уш 
1-6 
EP (0.74727! pi ( HENT = Jaz) 
< (850? (1 18642571) 
ÈN EN-5 
У "uar +(0.6202№-3) 5 ud ) 
159573 Ed 
S (заемат) ( та) nte Y uaseHUN5» (96) 
do аз E 
z 250 f e(tz)ó-1 | p 
JN(: "ett a а 
Em EM D» v(q) ， logt 7 
Е N= (192N M 11113N175 ү? 
2 
“eos БІ АЛ Quen 


1<qSr? 


1 
e .1113N1-6 \ 2 

+ 人 (074127171) ( HEY Iul ) е) 
No T 


Ем-% 


< (6)(3.54) -(6:412)(N?r-3logr) У) о 


144473 


[1989] XTE8SE [js 389 








< e-475N2r-3. (27) 


4 2 
3179) 215 ТЕЕ 
P EE а=1 
2Ет(5) | из)’ 
2. a [": eu) m 
4 ela) | 1/2 logt 
a E N^ (102N 
чов 5 (ENUT CE) 
14 `@ 0 í 
ly} 2 š 7 二 一 11.35 72 二 一 11.35 
. sN 29 + Mi D + 0.1472 Nqàr 


71-6 
(= Ja f”, (0.747275 r7). (s Na+ 2 № 
r / 9 


р .1113N1-6 
+r + 0132171195 + 0.14л= №291» ni А ( Ley Jaz) 
> 

















< (42.48) (2.781 N? 7-575 Jog r) > 47995 < e-197N2r-3. (28) 
1<q<r3 


e 
- dt 








2 Me еее 
2 








logt 


л 1-642 
1.1113 ) d: 
T 


< ce-13.48N27 一 3， (29) 





< (34.44N? 7 45) > 
15959 1 


> fX Er(X) "ene af 


15,3 IRE wq) л logt 





1 
rr ан ысы 
$us 11113N1-5 42/1, 
< (63.54) 57 (Eq Ше 一 人 一) (s Nie 


Hast T 
2 
+ п Мат + 013247721135 + 0.14т №) 5) az) 


< (13.13N2r-3jr485 y^ Бу-146ү-2# < e7147 2,3, (30) 
Im 
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390 кашса 
2 ТС | pr «cs La -a (ма үрт 
153—9 агі pla) logt 5 18 ， 
1.1113N 7 
erem M dz < (6) Y; (ob( ЕРУ) 
E ET 5 
ra (3 Niq+ 2 ail т +013247 35 
0 s q 152 4 Nq 
+ orzN2giras5] di 
< (1778N2r-09) Y Ë 10492,3, 5 
1<q<r 
当 N 6077 时 则 由 (26) 到 (31) 式 我 们 有 


Ms < (e-30 + e-475 十 e-197 十 er-1348 | „-1147 十 e-1049)N2r-3 
(32) 


< 0.0001N2r-3. 








A 
3, 4, 
Ай, = > (Амаа). Qi) = > (Qua a, (15153), 
当 N 2699? 时 则 由 引 理 1 可 得 
lula 
M, «6 "P 
ra iq (е е ШЕ: „> (бле +?л Quq a )dz 





1<q<r3 
> 9 
+ 人 (0.747z-17-1) "M Шынын) 
9.6№ KONYA F 160.1 logr y (малу), | бай 
(e(q))2 т? ot (р(а))? 


== 2 
Го ise 





ішті f [N ( 1.02N V & 
MS У V(O, 1 ( - 5 (Амаа + 220 ua dz 


1<е<т3 
в 4 
十 [T oae) ; y (Амаа + оленя) 
NS 
а=1 
AQ 9 
оў 
<005 У мш Ама Aag sp -2). у 1000] 
15052 1493 Ч Tola) 
56.476 
t = ap Anga IMa- (34) 





1<q<r3 
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м<о У f x (Алда 十 2rzQwaajadz 
ud A) (3) 
3, 
т Ау 124.1730 Яма 
ЕЕ y 
N P 4 Dd 1<4<" “ 


š 12 1 q Р 
(S ) Y. 257 (Ака) nga) 


1<4<73 T 


225 4, 
(25) DSA T (35) 








当 N > ee ”时 则 由 (21) 到 (24), (32) 到 (35) 式 可 得 


х N 
h (N) > 0.659N2r-3 -0.0002N2r-3 — 9.6% у s 
1<q<r3 з (е(а))т 


= У ошл —0.05 > (0.132)2gV27-227 
т 1,2 Vr 142 


56.4795 
)? -1N4,-22.7 
Ni 22 (0007 Nr -(Э®—) 


1&q&r? 








„7.5 
YS (0132)(0.07)Nar-27 — — > (0.132)3g N3,-9405 


1<q<r3 š 1<q<r3 








P  (0.132)2(0.07).q "5N4r .05 200) 


1595г? 


22.5 
EI Y. (0132)(0.07)29-15Nsr-3405p(g) 


3 
ШЕТІН 


> 0.657А7,-3 


这 样 我 们 就 证 明了 如 下 的 引 理 : 
引 理 2 如 果 奇 数 N > 0777, WRITE 


(№) > 0.657N27-3. 
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Е. 估计 D(N) 所 需要 的 几 个 引 理 





引 理 3 Ub x JE BE q 的 一 个 原 特征 ，z > e! (log 7x)? < q < (log z)55, 
令 (logz) = Т, WA 
Ф(т.х) = Уу А(п)х(п)=- У zt +В. 
nsz Dnpl<T P 
其 中 |Rz| < 183724z(log z) |Т — T| < 1. p E: L(s.x) 的 任意 一 个 非 显 


WE. 与 [四 中 的 引 理 12 相 类 似 即 可 证 得 本 引 理 . 





引 理 4 设 > > e20000 是 一 个 实数 ， (logz)? < q < (log zx)55, 则 对 任 
何 实数 4 > 1, 函数 TT. Go 在 区 域 
ез 
А 
A. Sox Jt] < (logz)^ 
0.378 


р ЖИА Ен, Ke 9(4) = тола — Aies 
证 Ир = B; + iy = 1,2,3) 是 [[ LG») 的 三 个 零点 ， 其 


Md 
中 B=1 - рейт РИ 5 (еу! о) #р(1<)< k < 3). е 


* + АЛ рр, 则 有 





> A(n) É 


0x4 


*S(xu X2; Хз; 1, 2, P3)  SQa X2; Хз; Рі, Ра, рз) 


П ( + Ве > um ) = S(X1, x2 Хз; P1, P2, рз) 


ісі 
*S(xi X2; X3; 1 2.23) (36) 
其 中 


e 3 г 
Sa X2, Хз} P1, рэ, pa) = -Ref $ (о) + > FCO titi) 
ni 


*o»s Fo eit + 7%), xjxk) T (o +i + 72 + эз), хол), 
1<j<k<3 
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我 们 有 
©, oo E" 
«y +(0.1877)(o — 1) — 0.5772 
n=l 
“йр log log x — 0.57054. (37) 


当 X1X2, X2X3, ала, Ха xexa 都 是 非 主 特征 时 ， 则 由 [7] 中 的 引 理 2 和 引 理 





4 可 得 
- Re (о im)S02764logq(2+(logzj4) + dy 
+0.72361 -一 p 05/59, (38) 
" 
- Re 1% + (9; + ук), X) Xk) 
< 0.2764 log 4(2 + 20106 z)^) +4. (1<j<k<3) (39) 
d,. (40) 


П 


L r 
—Ве 7- (o ii +7 +73), Xi X2xX3) < 0.2764 log q(2+3(log т)^) 


其 中 а, 的 定义 见 [7] 中 的 引 理 2. 由 (37) 到 (40) 式 易 得 
4 十 6.5 
(ха, xa хз} P1, бә, Хз) < (55% (7)(0.2764)(A + 65) loglog z 
(3)(0.72361) + 7d, + (3)(0.27641og 2) + 0.27641og 3 + 0.000387 
3 


(4.580314 + 30.6164) log log z — —. (41) 
190—8) 





3 
Seg 
ja 

当 xixa xaxa 是 非 主 特征 ， XiX2 = xo 时 ， 则 xixoxs = xa. 由 XiX2 = xo 
48 Цр, x1) = Кри, xa) = 0. # [7] 中 的 (39) 式 可 得 


L 1 
一 Re 一 К < R. 0. 
eT + in тихо S Ве ут +00095 
1 
0.27641og(2 + 2(log z)^) + 5 1982 < 
T жеш) > ESET CETA] 
+ (0.2764A + 0.68297) log log + 0.38065 + eq. (42) 
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其 中 e, 的 定义 见 [7] 中 的 (52) 式 ， 又 我 们 有 





Ref (ож, ху) < 0.2764 log q(2 + (log x) )А) + d, + (2)(0.72361) 
1 1 
2 g — B; Е 
当 пәк {bj} < c 一 1 时 则 由 (37) 到 (40), (42), (43) RA [3] 中 的 引 理 11 


可 得 


А+ 
S(xi xz Хз; P1, 02, P3) < AW 5 beler — 0.57054 + (3)(0.2764) 





üsjzkz2). (43) 


-log q(2 + (log т)А) + 6d, + eq + (5)(0.72361) + 0.38065 


+(0.2764 А + 0.68297) log log x + 0.2764 log 3 + (2)(0.2764 log 2) 





3 
3 log q(2 + (1 2 
十 (3)(0.2764) log q(2 + (log z)^ xc 5 


3 
< (4.58031 А + 29.8) log log - У) 一 -一 
j=1 


1 


o- 8,7 (4) 


当 үдә = X1X3 = Хо, X2X3 Z Хо: 或 XiX2X3 = X0 XiX2 Z Xo X2X3 Z 
Хо, Х1Хз 关 хо; 或 YIX2 = X2X3 = XIX3 = xo 时 ， 使 用 类 似 的 方法 可 得 





3 
1 
5(х1, Х2, Хз; 01. 22,03) < (4.580314 十 30.6164) log log z — > == (45) 


j=l 


В,” 


对 于 (36) 式 中 的 其 余 三 项 ,有 与 (ҳа, хо. xai рт, 02, рз) 完全 相同 的 估计 ， 
于 是 由 (36), (41), (44) 和 (45) 式 得 到 





3 
0.378 I < өті — < 4.580314 + 30.6164. 
arest ENS 27 авв 
这 就 完成 了 本 引 理 的 证 明 . 
引 理 5 设 z > ee ”是 一 个 实数 ，a.g 是 正 整数 并 且 满 足 (a,9) = 


1, (log z)? € q < (юр), 则 有 





4 PR EM] 
(2) ер = P 十 < 0.006529 (log z)-75. 
ісі Ж 
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其 中 ü В, Б.т(Х) 的 定义 与 (5) 式 中 的 相同 . 
与 [5] 中 定理 的 证 明 相 类 似 ， 使 用 引 理 3 和 引 理 4 即 可 证 得 本 引 





p. 
引 理 6 在 引 理 5 的 条 件 下 ， 如 果 z > ee 则 我 们 有 


RN POLG) хау үт! 
> (T) n 一 中 








v(q) pla) 2 ii 


< 0.00654142 (log >) 85 
0. n (соға) 


证 & ot) - ott - [1 di sag) 则 有 





z(a) = У А(па(т) _ Analny 


2<п<х logn 2<n=pk<z logn 
k22” 


所 以 由 
A(n)o(n) < (72) (== 


logn i) < 0.72142 log z. 


3<n=pk <= 
ГЕЯ 
可 得 
т ф(и: а, В ud %(т;4,4) 
2 ulocu ов х 
其 中 |Rs| < 0.721522 орг. 用 (4) Ж (46) 式 ， 然 后 对 1 经 过 模 g 的 简 
化 剩余 系 求 和 ， 则 有 


п(т;4,1) = 








+ Ra. (46) 


4 


| al 
(you; 9,1) 
2 al M > 4 
> «(т жечь = f u(log u)2 n 
4 1 
Du eus 20 | 
іш , а 
+ = ТТТ +5 ‹( ле. (47) 


1—1 4 





当 z>e ”时 ， 则 由 (47) 式 和 引 理 5 可 得 
(а асар ОЦЕ) EXOT) Pa 
226 q ученый pla) yla)  J» logu a| 


ӨЗДЕ Jr; an- LOr -59 | du 


Іші v(qglogr (д) (logu)? * 








= 
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glari)? E E Te ad 
diis рз 








bela) logs 
34% ы 4, . 
MU © < 0.0065324 (log z) 95 + +f > e( © Juwan 
_ n(a)u Ex(a)r(X)u? du 
v) Bolg) | u(log u)? ` (48) 





11.302 11.302 


A g(t) = e7* t (10g t)719, 34 t > ee ІН gi (t) 208 gi (e 7) > 


11.302 











1 可 得 g(t) > 1. MAK m > e 时 由 引 理 5 可 得 
se ulgu | EX(a)r(x)u? du 
І > (F emen- ат + Ao) ГІСІ 
zliogz) „(ори + 2) s 0.0065247и 
5 Г (ов и)? ЖЕТ u(log u)’ 
< 0.00001zq2 (log z) “5, (49) 


ІН (48) 和 (49) 式 知道 本 引 理 能 够 成 立 . 
四 .定理 的 证 明 


引 理 7 如 果 奇 数 N > ее" WA 
ШЫМ) < 0.075N27-3. 


令 falt) = (e7* t(logt) 3, 则 易 知 当 上 > e" mpi falt) > 1. 
所 以 当 N > et? 时 有 Nr-3 > 6977". 由 S(o) 的 定义 可 得 


а » 4, fal 
5(а) = 5(* + :) = > (5) м0 + В(а, №). (50) 
其 中 Муй) = PE e(pz),|R(a, N)| < 2Nr7*. 由 于 
riesig) 
№0) = У) eU gl) - z(k-— 1:0) 
Nr-3«k«N 


= У n (k; q, (ее — e2mis(k201)) + (м: q, DesizN 
NT-3<k<N-1 


一 mr(Nr-3 -1;9,D)e2rizwr-3， 
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11.303 


МАҢ NI ”时 由 引 理 6 可 得 


(8) (ка- 


Те 





(HB. Bu ки i) 
мезекен-і e) pla) Jz logt 


(ета _ езтн) _ (207-8 EB N 10-1 а) 2mizN 
logt 











о нура s arizNy- ) 
gla) gla) Л» logt 





< Y (lz|)(0.00654q2)k(log k)795 + 0.00654Nq3r785 
Nr-3<k<N-1 


+ 0.00654 №т-343 (r — 3log r) 85 < 0.0211/№т-25. (51) 


11.803 
当 Ме 


时 则 由 (50) 和 (51) 式 我 们 有 


15(а)| < 0.0212N77?5 + |T(a)]. (52) 





其 中 
Tia) 29. Li( Ex) f* 6-1 
ы > ( 4 LC Go жа) (q) Jo ее“) 
rizk (2ті: L(N) EX(D) мө 
(йт — ¿2miz(k+1) -. EXD етем 
l; d "( pla) жа) т) 


«(не 3-1 _ ËX) ES pa aree] 
2 








pla) pla) logt 
= ula) i 2rizk _ „2лїг(К+1) Я miz. 
( eo X ee e +D) 十 Li(N)e2mzA 
-L(Nr- — parni) t ( EXE ) 


18-1 
1 > (f dre - ет) 
NT-3<k<N-1 5/2 logt 


B-1 ‚-3.. 
(Ге е «де 2mizN _ (Г 1 d- ut). 2rizNr-3 
2 logt 2 logt 


=(#@ Е еі 
(25), X, aa Li(k — 1))e 

_( Ежа) * d kc git 2rizk 
b Lo Т mcd. agi) 
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所 以 当 r3 < q < r55, N > ee ”时 由 (1) 和 (10) 式 可 得 


ЧИК 
іше) f dt q? ү dt 一 2.38 
< 03. — < 3.657238. (53 
(о) < pla) /мь-3-1 logt (4) /м«-з- орі” 69 


4 r? < q < 165, № > e? 时 ， 则 由 (52) 和 (53) ЖЖ 

IS(e)| € 0.05Nr 2. (54) 
H (54) 式 和 T(N) <1.5Хт-! 可 得 

1 4 
10 < ( max stenl) [| |8(оу24в < (005М%-3)ғ(М) < 007525, 


于 是 本 引 理 得 证 . 
引 理 8 当 奇 数 N > e 时 我 们 有 


Us(N)| < 031753, 
证 o € ES EUR q > 55, diets N > (2000 时 由 [1] 中 的 定理 1 可 得 
|5(а)) € 1.2Nr9?5(log r)(V6r-95 + VFe-05V7) < 2.94Nr-25logr (55) 
由 (55) RAI (N) < L5Nr7! 可 得 
ІЗ(М)| < (2.94Nr 25 ов т)л(№) < 0.31N27-3， 


这 就 完成 了 本 引 理 的 证 明 . 
由 引 理 2, 引 理 7 和 引 理 8 可 得 


I(N) > (0.657 — 0.075 ~ 0.31) 2:73 > 0.272V27-3. 


这 就 完成 了 本 文 定理 的 证 明 . 
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关于 算术 级 数 中 素数 分 布 的 一 个 定理 I 


摘 要 


йот 是 一 个 实数 ， ал 是 正 整数 并 且 满 足 1 < q 
(aq) = 1， 在 本 文中 我 们 证 明了 : 如 果 z > ед 


2 JA 





L, [а pla): | Ex(a)r Go? 
> A ) (ue у + Bola) 
.13. 


3242 (log z) 1035, 


q 4 
Avo 名 . p(n) 表示 Möbius 函数 ， 4(т;49,) = 


9 
E мәд = Dx (2). ， 当 存在 楼 9 的 实 特征 部 使 


_ 0.1077 м ру. Z m Ë = 
" Lis. ҖХ)ЖЖЖә,Й>1 "og; " Е=1 БАЕ = 0. 
关键 词 : ЖЖ, ARAK, É. 


— 8| Š 


关于 算术 级 数 中 素数 分 布 的 最 简单 而 又 最 重要 的 结果 是 : 


м u^ D + O(ze ooa), 
其 中 当 存在 模 q 的 “例外 ”特征 Xi 以 及 相应 的 “例外 ”零点 A 时 E) = 1; 
否则 E, = 0. 这 一 结果 在 证 明 Goldbach-Vinogradov 定理 (每 一 个 奇数 
N > No 都 能 够 表示 成 为 3 个 素数 的 和 ) 时 是 必须 的 ， 其 中 No 充分 大 . 为 
了 具体 确定 № 的 数值 , 我 们 必须 计算 co 的 数值 以 及 蕴含 于 “O” 常数 之 中 
的 数值 ， 而 为 了 得 出 尽 可 能 好 的 N.) 的 值 ， 我 们 必须 采用 O(z(log z)-4) 
* 1988 年 4 Я 26 日 收 到 ，1989 年 6 月 9 日 收 到 修改 稿 . 


+ 原 载 中 国 科 学 ， 32(1989), no. 11, рр. 1121 ~ 1132. 
1) 在 另 文中 我 们 将 证 明 No = 1043001 
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型 余 项 估计 ， 其 中 4 是 一 个 绝对 常数 .在 这 篇 文章 中 ， 我 们 得 到 了 如 下 的 





AR: 
定理 . Brz 2 p 是 一 个 实数 ，a,g 是 正 整 数 满足 (a,q) = 1.1 < q < 

(052). 记 > = У). Жип) Жж Möbius 函数 ，p 表示 素数 ， 令 

{=1 ii 

(a) 

Іор, 24 n = рё 时 ， 

A(n) = 02; 9,1) = А(п), 
(п) М xt (т; 1) a (n) 


T(X) = Уло), 


其 中 x о 的 任 一 特征 ， 则 我 们 有 

L, (в! Шат, Ex(a)r(X)x? 
Z \y(z;q, 1) – ARE + СХТ 

ЭШ ӨЗДЕ $9 доб 


< 0.1314? (log т) 1935, 











іші 
其 中 当 存在 模 q HORRE х E Ls, 3) СЕ S > 1- ОТТ вр E = 1; 
否则 Ë = 0. 

= 一些 引 理 
引 理 1. d /(s) = rz 当 Res = o > 1 МАНЫ, At) E t > 0 
= n 
ЮЖН, lonl < A(n), 则 对 于 任何 实数 > LT2 1 及 = = N + } 
(N 是 正 整数 ) 有 
1 b+iT 15 
Ee = =Í f(s) ds Ві, 
其 中 
3r 1 


ть las] | 25 A(x) ( 
< es 
іні Jola tag 71087 + 5 5) 





тА(2:) 
ыы +1062 + 2). 





+ 
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Ш. ИРЕ-ЛЕЖЯ, T ÆU b+ T,-U +£ T Эй ДЕЕ Ж, Г, 
是 以 DUET, 为 顶点 的 矩形 . XF h > 1 和 0 < h < 1 分 别 考 虑 积 
分 ГЕ 二 ds 和 LS V as. 则 由 残 数 定理 可 得 


1 人 щи >18, а) 


2ті т з В, 34 0 <h <1Bf, 
HP JA] < Ab(zT|log h])7!.|B| < h*(xT|log h|) 1. 由 (1) 式 可 得 


1 b+ T z eo 1 biT үтү ds 
226 з) 2а = кыа zy = 
2тї 人 f6) s 45 Yes is (2) 8 ) 


п 


=J (1+4) + ЗВ = Уа = А. 





"Ст ar nz 
其 中 
(zn! las] | (zn Ji 
I| < Xn. | < r5 > lal 
n=] тТ log 2 * та > п? E 于 <n<2z log 5 














由 于 当 1<t<2 时 有 logt>(t- 1)log2, 故 由 (2) 式 可 知 本 引 理 成 立 . 
引 理 2. 设 pn = Bn + in(n = 1,2,…) Æ C(s) 的 所 有 非 显然 零点 ， 
是 一 个 实数 ， 则 有 
ы 1 0.25 
Y iue < ов +2) + 020 + 2.459. 


证 . 5 = 1.25 + it, 则 由 文献 [1] 中 的 (63) 式 ，(70) 到 (75) 式 可 得 





c1 1 0.25 1 e 
Ri € zlog(|t| + 2) + ———  - = y =: 
а og(|t| + )+ o0625 1 8 2108 27 + 0.095 + Re (8) 
< 20 (lti +2) + — 0-28 0.6459 (3) 
R 0.0625 q 74499. 


由 于 对 实数 0.25 < a < 1.25 及 任何 实数 "我们 有 (4a — 1)? > (a — 1.25) а, 
Жш (3) 式 知道 本 引 理 成 立 . 
引 理 3. бр, = Bn + in (п = 1,2,…) 是 5(s) 的 所 有 非 显然 零点 ，+ 
是 一 个 实数 ， 一 0.01 < co < o < 1.0001, W4 s=0 十 让 头 1 时 有 
c 1 
二 (5) = + Rs. 
тоу T 
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其 中 





ІН € (1 8)75 + (0 — 1)?  )7$ + 0.6105 + (2 — oo) 


135 
{4 2 А, 
(225 йі +2)+14341 + зи ) 


证 . 由 


e бла hec С A en 
g) - C +) = a = +> ( =) 


nz1 $7 Pn 


1 1 
c ccm) 





和 引 理 2 即 可 证 明 本 引 理 . 
引 理 4， 设 x > 699 是 一 个 实数 ， 令 s = c it, MJ ¿(s) 在 区 域 


1- 405812 <o Xt < logz 中 没有 零点 . 


WE 设 p= B+ 让 是 4(s) 的 一 个 非 显 然 零点 , 4 +“ =1+ рел = 


- бооз = L+ 42, ш | > 048 Bf, Но < 时 和 文献 
中 的 (76), (93), (94) 式 可 得 


E + it) < 0.27641 log log r — = + 0.891. (4) 
当 |t] > 0.48 时 ， 由 文献 [1] 中 的 定理 3 可 得 


i 
ве +21) < 0.29575 log log z + 0.049. (5) 


由 于 - Ces k em 0.57037, 故 由 (4), (5) ARAS D 


中 的 引 理 3 可 得 57.442 — 0352 > 0, 所 以 此 时 本 引 理 能 够 成 立 ， 由 于 当 
ls — 1| < V3 -1 4 


та), 


зы 
<(у3- 15» ^ «1 


1) Chen Jingrun & Wang Tianze, On Zeros of Dirichlet's L-functions, to appear. 





le - ne) -нав-и. [5 es [P^ 
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FEA C(s) 在 区 域 |s — 1| < V3 — 1 中 没有 零点 ， 故 当 |А < 0.48 时 有 


В<1- (3-1) - 0.482 <1- 0.057812: 


log log x 





这 就 完成 了 本 引 理 的 证 明 . 
引 理 5. W z > 62090 是 一 个 实数 ， 令 s = c + t, W C(s) 在 区 域 
0.06085 
Alog log z 
中 没有 零点 ， 其 中 A > 1 是 一 个 绝对 常数 . 
证 . 与 引 理 4 相 类 似 即 可 证 明 本 引 理 . 
引 理 6. 在 引 理 5 的 条 件 下 ，C(s) 在 区 域 
flA) 
log log x 
中 至 多 有 两 个 零点 ， 其 中 A) = гуу - CA. 
iE Ир = В, +100 = 12.3) 是 5(9) 的 3 个 非 显然 零点 满足 
ова < hil < (logz)^ Фо = 1+ 3315; 1- рее, 则 我 们 有 





<0<1, logz < |t| € (logz)^ 





<0<1, logr < |t| € (log z)^ 





e A(n) È 1 
0 SN 
= > (1+2) 
= S(p1, p2, p3) + S(p1, p2, pa) + 5(р1. Ро, рз) + 5(р1, Ёз, Рз). (6) 
其 中 
4 3 u 
S(p), p2, рз) = -Ref E ч в) + > се жеу) 
+ У £t +i(%; + %)) + a + К +72 + эу) 
1<j<k<3 


由 文献 [1] 中 的 (76), (93) 和 (94) 式 可 得 


Й 
— Ве d + inj) < 0.2764 log(2 + (log z)^) 
— Ве > 1 - 1 128034 (7) 
66-8 %Цу%т) osb ` i 
kz; 
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其 中 1<j< 3. 类 似 地 我 们 有 





c ‹ a-i A 
—Ве rad + +) < (++ X» 0.2764 log(2 + (log z)^) 
1 


6 0.92471, 8 
в — Bk + 1 (91 + тз + 93) (8) 


其 中 2 < j # k < 3. dw > 20000 和 文献 [1] 中 的 定理 3 可 得 


-Re (o + Ко? + 73)) 


9-1 


Зи +0276 2+ (овт)А) +0.2011, (9) 


0-і 


ве 
Re co + i(m + 72 + 73)) < CIETE 


+0.2764 log(2 + (log z)4) + 0.3132. (10) 


当 max(1- 5j) Se — 188, Mh (т) 到 (10) 式 , 文献 [2] 中 的 引 理 11, 以 
及 

A log log x 

26°) 5 38 - 





一 0.57 


可 得 
3 


S(p1, p2, рз) < 4.58033A log log x + 8.33475 — $^ 
jet 





1 
— (11) 


对 于 (6) 式 中 的 其 余 三 项 ， 有 与 Slo pz ps) 完全 相同 的 估计 ， 故 由 (6) 和 


(11) 式 即 可 完成 本 引 理 的 证 明 . 
引 理 7. 设 z > ee ”是 一 个 实数 ， 则 有 


(т) - z| = 





> A(n) 一 z| < 0.0012z(log г) 19:35, 
п<т 

ШЕ 设 pn = ñ, + a(n = 12.) 是 (s) 的 所 有 非 显然 零点 ， 令 
Т = (log x), 则 由 引 理 2 可 得 


1 
> 1<525 У) ——— @S35.2loglogz - 1. (12) 
Ire [r^i 125 + 4(T — л) 
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由 (12) 式 可 知 存在 一 个 实数 Ti 满足 (Ty — T| < 1 使 得 C(s) 在 区 域 Um s — 
Tu < рутер 中 没有 非 显然 零点 取 /(ь) = e) bo 1+ 
则 由 引 理 1 可 得 

b+iTi =! E 
ма лю 5 (о) ат as 


nzr Rri Јат 


1 
(log т) 











其 中 |В3| < 0.0011z(1og 1) 1995. Г b+ iTy,1 b + T, 为 顶点 的 矩 
形 ， 则 由 残 数 定理 可 得 


1 AE P ut cd 
я Í (-$0) = > 5 cQ. (14) 


П р! Ti 





由 引 理 2 和 引 理 3 可 得 
1 (іт с т* 
ca MN 5 e) Ta 
1 b 
= 27T m 


类 似 地 ， 我 们 有 








E (o iT) 


С 








74 < 0.00001z(log т) 1035. 15 
Б 


ТУ e za 10.35 
一 一 = 2- (s) | —-ds| < 0. r) 1035 
ЕЕ e ( c о) Р: | < 0.00001z(log т) š 


ms C to) 


故 由 (13) 到 (15) 式 和 Ç (0) = log27 可 得 


以 及 
< 0.000017 (log z) 1935 








Жа) — z| < | У + 0.00114z(log х) 19:35, (16) 


т” | 
Шо pi; 


Ща > е20000 时 ， 则 由 引 理 2 和 引 理 4 可 得 


logr 
(E у E j= 
log log x —k 
lmp|ii k=l ° k<|lme|Sk+1 


< (62)(loglog z)^z!- ОШ < e14877(Jogz)-1035. (17) 





p 





| ze 





Пт p|log z 
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H A = 13.001, 当 z>e” ”时 ， 则 由 引 理 2 和 引 理 6 可 得 


No 


log z «Im p| x T: 


E B2 (log zr) 9t 9.020602 
& 而 +2— +( > = > 1 217 Төке 
P с 


1р k=llog г] k срать 





z^ 602 


82 2,.1- 9.020002 
< + Ав) og log 2)? Tebes 
* Tal ГД) 
z^ 5 


Че 


"Td -45 
SAI lol 


r(log т) 10.35. (18) 


ЊН logs < Пари < Тү 和 引 理 5 容易 得 出 Ы < e-13z(logz)-10.35， 


同样 地 有 e < e z(log z) 10:35, 故 由 (16) 到 (18) 式 即 可 得 出 本 引 理 的 
证 明 . 


引 理 8. i x 是 模 g 的 一 个 原 特 征 ， pn = ñ. + in (n = 1,2,…) 是 
L(s,x) 的 所 有 非 显 然 零 点 ，T > 2 是 一 个 实数 ， 则 有 


> 1 1 
У р < 5 !osgqT + 0.9443. 


证 . 令 s= 3 + T, 则 由 文献 [D] 中 的 定理 1 得 





еы] L 1, 9+2) 1 
Rey < Re 二 (: Лор L < =loggT+0.9443， (1 
„Жгут < Вет (ях) + 5 106 = < 21947 + 0.9443 (19) 


(19) 式 和 Rez 2 ту 即 知 本 引 理 成 立 . 


quc жаманын 以 T>0 代替 T>2, 则 有 
Yun emen ) + 0.59773. 


UE. 仿 引 理 8 即 可 证 得 本 引 理 . 
мг. d x Rt q 的 一 个 原 特征 ,s = очи, |t| > 2,pn = Bn+iyn(n = 
) 是 L(s, x) 的 所 有 非 显然 零点 ， 则 当 -$ < c < 12 时 有 





өле E 


ТЕТЕ 


+ Ва. 
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其 中 





1 1 
и. 


+ 而 +(3.5)(0. 9443) + 0.6105. 


ШЕ. 令 s =2+ 让 则 由 文献 [3] 中 第 八 章 的 (14) 和 (16) 式 可 得 


L L z 1 1 1 1 
-iex*p[eo--(X(2I2--—))- nu 





п=1 
5 1 1 
s» bern inei (20) 
0,х(-1) 21 р 
Ra ОУ, i (20) smi s rms es 
能 够 成 立 . 


5138 9'. it x 是 模 q 的 一 TENE р» = В, + ina (п = 1,2,...) Ж 
L(s,x) 的 所 有 非 显然 零点 ， 令 令 s = і, 则 有 


L 1 
Qjes9 X — +R. 


S — Dn 
е 01415 Ра 


其 中 


[R| < (1.75)(2.5) log q(2 + |t|) + (2.5) (sz = 2 25. 1 1(3.5)(0.59773) 


+ («+8 (1+е)) °) + 0.6105. 
证 . 仿 引 理 9 即 可 证 得 本 引 理 . 
引 理 10. i x 是 模 q 的 一 个 原 特征 ， x > 6979 是 一 个 实数 ; 
q < (logz)?, A > 1 是 一 个 绝对 常数 ， 当 x 是 复 特征 时 ， 则 L(s, x) 在 区 域 
_ (а) 
log log = 
中 至 多 有 两 个 零点 ; Ш y 是 实 特征 时 ， 则 L(s,x) 在 上 述 区 域 中 至 多 有 两 
ЯШЕН, Ch 


3 


<с<1, |t| € (loggz)^ 


3 0.46 


РСА) = 10872A + 123385 АЗ 
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Wu 3 x 是 复 特征 时 , Я p; = 5; +70 = 1,2,3) Ж. L(s,x) 的 
3 个 互 不 相同 的 零点 ,其 中 8; = 1— егізі S (logz)4. Жо = 


0.46 
15; А+3) log log z’ 则 有 
бА esi) 


= піз; 








= 5(Х, X; X5 P1, 2, P3) + 5(Х,Х, X; 91s Pa P3) + 5(Х, X, X: P1, 2, Ёз) 


+5(х,Х,Х; 1.22, Рз), (21) 
其 中 


, 3 

L 
S(xi xz Хз; д, рэ, рз) = -Ref £ Eo) +> IG ox) 
" 


+ > Die mag) + Z (e + i(m + + 73), хахаа). 
1<1<Е<3 
< 


当 x° Æ xo 时 ， 则 由 -Re& (o) < А log log z — 0.57465, 以 及 另 文中 
的 引 理 2 和 引 理 4 可 得 


4 十 3 
S(X, X, Xi P1, P2, P3) < 0.46 log log т — 0.57495 + (3)(0.72361) + 2.3072 





十 (3)(0.2764) log q(2 + (log z)4) + (3)(0.2764) log q(2 + 2(log z)^) 





1 А 
> $m --0.2764 log q(2 + 3(log z)^) 


3 
< (4.10872А + 12.808963) log log z — 5 u ; 
0-І; 


ja 





(22) 


Hx = xo 时， 由 xX? 二 xX ME Шр?) = 0,1 < j < 3. Ki sx D 中 的 
引 理 4 可 得 
г 
7 Re (o + i(% 53) x?) < 0.2764 log q(2 + 20106 т)А) + 0.72361 


1 
Re——O.. 
a + (Q; + уз) ~ (Bk = ізі) 


1) 见 第 403 页 脚注 . 


+c 一 (23) 
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其 中 1<7 关 大 < 2,cg 的 定义 见 另 文 2) 中 的 引 理 2 及 其 (39) 式 可 得 
1 


и . 3 
R == шы Ro 
Repo tim л +18), 0) S Вет 
-Feq + (0.27644 + 0.3307) log log т, (24) 
其 中 
0.91052, 当 ?|9,3+ 9 Bf, 
0.4 053. 当 314,249 Bf, 
vc 
+ 0.91052 + 0.41053. “ 6|q BF, 
0. Xj (4,6) = 1 Bf. 


є max [1- 2) «o 一 1 时 ， 则 由 (23), (24) 式 ， 及 另 文 0 中 的 引 理 2 和 
文献 [2] 中 的 引 理 11 可 得 


1 


3 
(х, xxi р, 02, pa) < (4.108724 + 12.3) log log z — У) LES 
272 


j=1 


(25) 


使 用 同样 的 方法 我 们 可 以 得 到 


3 
1 
S(X X, xi P1- Ёз, рз) < (4.10872А + 12.181631) loglogz - 》 ——. (26) 
519-6 


对 于 SQG x Xi pis P2: P3) 和 SQGX X91. з) 有 与 S(x,X,X; ру, Ро, 03) 
完全 相同 的 估计 ， 所 以 当 mexü — 4) < c 一 1 时， 则 由 (21), (22), (25) 
和 (26) 式 可 得 


егте 3 0.46 
15525 7/7 1198724 + 12.3385 A43 


当 x 是 模 q 的 实 特征 时 ， 使 用 相同 的 方法 容易 证 得 引 理 的 结论 ， 于 是 本 引 
理 得 证 . 

引 理 11. 设 xi Ж gq 的 实 原 特征 ， хо 是 模 q 的 实 原 特征 ， 实 数 
0,0 满足 (Ви, xi) = Щ8», о) = 0,0 < 61, < 1, WX Xi 与 хә ЖИ 


时 ， 有 
0.2154 


log 9192 





ши( бу, 5) <1- 





1) 见 第 403 页 脚注 . 





[1989] 关于 算术 级 数 中 素数 分 布 的 一 个 定理 411 








证 Фо =1+ зр; = ЕМ Ы, 则 由 文献 [1] 中 的 定理 


2 和 cl > 1.618 可 得 


1 * 
=. - —— +0.92464. 2 
Т (>X) < 027641064 - — E (27) 


其 中 j= 1,2. 由 vix2 是 模 ao 的 非 主 特征 和 另 文 0) 中 的 引 理 2 可 得 
一 К, Ха, X2) < 0.2764 log 4142 + 0.94839. (28) 


由 文献 [1] 中 的 定理 1 有 


1 1 
-тс. x;) < 5059) 一 = — 0.57236, (7 = 1,2). (29) 


使 用 证 明 另 文 中 引 理 2 的 方法 ， 由 文献 [1] 中 的 定理 1 可 得 
-Fo XIX2) < 508 4142 — 0.22578. (30) 


由 于 xi 和 ҳо 都 是 实 特征 ， 故 有 


- Elo) - Tea) - (вә) = Чех) 
= У + xi(n))(1 + xə(n))A(n)n "° 2 0. (31) 


n=l 
由 (27) 到 (31) 式 以 及 -©(о) < L - 0.534487 可 得 


2 
0 < 2.79562 log 4142 — T E 
由 此 即 可 得 出 本 引 理 的 结论 . 

引 理 12. 设 x 是 模 q 的 原 特征 ，z > e1900 是 一 个 实数 ，g < z, T = 
(log 2)!26, 则 有 


Жад- Eann- у] Ton. 


nss Шад P 


其 中 [Rs| < 2.08664z(log z)- 195. |T} — T|x1. 
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证 НЧ х 可 得 Y. 1x твт оТ —1. ETRY T 满 是 
Th 


T= T| S 1 使 得 








1 
р = | 32 
im — n p,,| > 1.7876 log g T и 





Шар» 表示 LG) 的 任 一 零点 . 令 5=1- don 则 由 残 数 定理 可 得 


x / (- Ем) = EDS, 29 + бор. (33) 


£n Iu „171 Pu 


Hb C MD р т. + T, HARKE, 6] < 1. MO f(s) = 
Уи ^. Aln) = log n. 则 由 引 理 1 可 得 
“21 
1 beu T. т 
TRE (- Ler v) Eqs (34) 
Әлі Л n L 5 


其 中 [Re] < ESS283r(log ғ) !?^. 由 (32) Ж. gI 8 和 引 理 9 可 得 





< 0.10192 (log г)719%, (35) 


类 似 地 我 们 有 


pope a^ 
/ | (- Lis x) а < ололт о г) 195. (36) 


271 іт L 





Vio EPI S 和 引 理 9' 可 得 





p ( -地 + 让 \) | < 12.8211 46.4964 log 4(2 |1). 


所 以 有 
|1 [n Ey à iacit | А j 
一 一 с ))——— < 4.2517 *(ювг)*. (37) 
э A 2 Vay | 
由 (33) 到 (37) 式 知道 本 引 理 成 立 . 
=. 定理 的 证 明 


由 引 理 11 可 知 ， 至 多 存在 模 q 的 一 个 实 特征 使 得 L(s.) 有 实 零点 
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了 > 1 一 YEU 并 且 这 样 的 实 零 点 至 多 有 一 个 ， 故 由 
У Wx. WV) = 53 A(n) > xGQXQ) = e(q)u(r:q.1). 
Xmodq n<r Xmed q 
可 得 
и, 
vlg) (a) pla) | 


"<= 
(843-і 


лох 


将 此 式 两 端 同时 乘 以 e [ S), 然后 对 ! 经 过 模 q 的 简化 剩余 系 求 和 可 得 








ee нао аныр 
- "и b i + ЕТ! 2 ra 
+ (кә + $F) ата (38) 
3 XZ хо, т, Ил 是 模 q' 的 与 \ 相对 应 的 原 特征 ， 则 有 
(rx) = (т. NT) + Вт (39) 


JEP [f] S iy log x)? ЖЕ T = (log z)?*. 当 y 是 复 特征 时 ， 则 由 引 理 








12 可 得 
8 B 
мәлі < =+ E 2 +l: (40) 
Па ов P tog seil pier Pl 
在 引 理 10 中 取 A = 1, 则 由 引 理 8'` 可 得 
т шаа lóg logz > 
шегі ` lol [РЗ] X 0.066777 Ls 
ky) d а 
1<k<logr ^ к< тар 2+1 
„ді 82 
< я + ii 十 (97.85)(log log x)?! Teiss, (41) 
1 2 
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由 另 文 中 的 定理 可 知 ， 当 z > e 时 有 Eo < e 15z(ogz) 1035 以 
及 =: < e148 .zllogz)-1035. 故 由 (41) 式 可 得 





т? 
一 和 (7.5x10-7)z(log z) 19:35, (42) 
Шо ol<logz lel 
在 引 理 10 中 取 A = 127, 34 z > e°? mt, WEBI 8' 和 引 理 10 可 得 
B 8: В, 
т ( і у п) 
log z|Im |< Ty lel = |оз| leal йот} ck) " Е<|ипр|<к+1 
з РД 
Z 4 Z 50444.58) (ов log 7)2r! Peest 
losl [04| 
Өз p. 
I pL qe. z(log z) 1035. (43) 
EM [ра] 


11.5 


Шт>е os 则 由 另 文 中 的 定理 容易 得 到 (г <е` (log г) 19:35 
以 及 Era < 679^ «210g z)-1935. 故 由 (40) 到 (s aun 


2 
|%(а, х*)| < (r. 5х 10-7 4+ e7175 + е zloga) + [fs] 


е104 
< 0.12z(log г) 1935 (44) 
当 x" 是 模 q* 的 实 特 征 时， 类 似 地 可 得 
(т, x*)| € 0.12z(log z) 1035. (45) 


ell 


Six xoX,r2e5 ”时 ， 则 由 (39), (44) 和 (45) 式 得 

Шау X)| < 0.12z(log z) 1925 + (Bi) ова? < 0.13z(logz)-1035，(46) 
设 X° Же 的 与 多 相对 应 的 原 特征 ， 则 由 引 理 10, 引 理 11, 引 理 12 和 
BXD 中 的 定理 可 知 当 z > e “时 有 


меде) n LS Уйовау 





2 
£ — v 5) оова)? +124] 
Шр pl<log = rM "m D 
25 


< 0.13z (log т) 10335. (47) 
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当 z > ee" m Дін (38), (46), (47) 式 和 引 理 т 可 得 


Es(a)r (92? Г 
|522) ое) = goz + Be < 0.1314 (log г) 19:35, 
іші 


这 就 完成 了 本 文 定理 的 证 明 . 
参考 文献 


[1] 陈 景 淘 ， 曲 阜 师范 大 学 学 报 (自然 科学 版 ) 1986, 2(3) 
[2] Chen Jingrun. Scientia Sinica, 1979, 22: 859 ~ 889 
[3] ЖИ. ЖЖС ERE. ЖЖ: 科学 出 版 社 ， 1984 





关于 Dirichlet L- 函数 的 零点 分 布 人 


в = 
设 \、 是 模 g 的 一 个 原 特 征 ， 令 = o + iq = 42 +11), 
co = шах (овоз. т _ 0.339). ЖЖ 
证 明了 : 3 ((modq) 是 复 特 征 时 ， Lis) 在 区 域 1 一 z < 
0 € 1 中 没有 零点 ， 当 \(modg) 是 实 特 征 时 ， L(s.x) 在 区 域 
1- быр <o € 1. [tl > 0 TX. 


关键 词 Dirichlet L- 函数 ， 零 点 分 布 ， 原 特征 ， 实 特征 ， 复 特 
4. 


151 Š 


L- RRR A РУ (EP Ge P Н ЖЖ И ЖЕН [res ТВС m ЖЕЕ 
АК L- 函数 零点 的 最 基本 性 质 ， 目前 ， 关 于 L- 函数 零点 上 界 的 最 好 
结果 是 : 当 \ 是 模 4 的 复 特征 时 ，L(s.\) 在 区 域 Res = z > 1- pig 中 
没有 零点 ; Ча 是 模 q 的 实 特征 时 ， LG) 在 区 域 o>1- pgg » 0 
中 没有 零点 . 其 中 " 是 一 个 不 依赖 于 4 和 + 的 实 常数 . 当 q 和 + 相当 大 时 ， 
使 用 文 [2] 中 的 方法 ， 我 们 只 能 得 出 “ 是 -一 个 相当 小 的 实数 . 1984 年 ， 
Кеуіп 在 文 [6] 中 利用 十 分 复杂 的 方法 和 计算 得 出 了 一 个 至 多 有 两 个 零点 
区 域 的 明确 上 界 . 在 本 文中 我 们 利用 较为 简单 的 方法 ， 得 到 了 L- 函数 无 零 
点 区 域 的 一 个 明确 上 界 ， 证 明了 如 下 的 结果 : 

定理 设 \ 是 模 g 的 一 个 原 特 征 , 2 s = otit q = q(2 + |). со = 
шах (0.089193. ТИ ~ 0.339). 则 当 ү 是 模 4 的 复 
ЖИЫМ, ZL(s,X) 在 区 域 








<0<1 


со 
log qt 





* ЖХ 1989 年 10 月 30 日 收 到 . 
1 原 载 四 川 大 学 学 报 ， 26“1990). pp.145 - 155 
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中 没有 零点 ; 当 \,(modg) ÆRE. Li TEKH 


со " 
- < 
log qr 





aozi. >90 





从 我 们 这 里 的 区 域 界限 稍 弱 于 [6] 中 的 区 域 界限 ， 但 长 域 中 不 包 全 
f£ PUR чое [6] 中 的 结果 ， 刊 用 本 文 的 定 惠 ， 在 文 [0] 中 我 
们 大 大 地 改进 了 日 前 关于 奇数 情形 哥 德 巴 幸 猜 想 的 结果 . 





2. 一 些 基本 引 理 


引 理 1， 设 、 是 模 4 的 诛 特 征 ， 令 、:: o + to 1 < a < š 时 有 
-Re 和 Cs \) < 0.276 Иов (2 + Hp d n, 


其 中 

—0.21. Чей, 

-0.14. W2Hf. 

-0.09. ` 34 Bf. 

0.0095. ` y > 3 时 . 

证 当 1<o<1.25 时， 由 文 dim ft 
, 


L (1-Я) ape Стан 
-Rež s ( 5 Шы Hz) zel 


7, A 1 AM) 
< 0.2764 log q(2 + (О > mas 
9 


4 





-0.276391о62т (D 





1 < AQ) < (0.618)! + (0.1877)(0.618) — 0.577 у ` 
Aa gus Z МӘТЕЛІ! (2) 





418 陈景润 文集 11990) 








о Б 

由 (2) RA cl > 1.618 容易 得 出 Y AM < озвттуб, x P 
е Ds 1 Мм ied 1 

0.41755, > мә < 0.2678У5, Мен (1) 和 (2) 式 知道 本 引 理 能 够 成 


nes 1 


=. 
2| 2. ib x 是 模 4 的 一 个 非 主 特征 , © s= otit, 41595 1.25 
时 有 -ке (s, x) < 0.2764 log q, + dç, 其 中 


0.7568, 当 6|q B$, 

0.3616, 4 4|q.314 Bf, 

0.2552, 34 2 {4.314 Bf, 

0.0095, 4 (4.6) = 1 Bf, 

证 当 x(modq) 是 原 特征 时 ， 由 引 理 1 知道 本 引 理 成 立 ， 所 以 我 们 可 


以 假定 x 为 非 原 特征 . Я д 是 与 x 相应 的 模 g* 的 原 特征 ， 则 有 4 > 
540 # q. 由 引 理 1 得 


d, = 


-Rež (s, x") < 0.2764 log 0" (2  |t])c;. (3) 
у ; 1 A 
4 Ве (s. у”) - Refe(s,x) = Д, ЊН | A | < > = 容易 得 出 
PH 
|Һ1< 027641 4 +6044), (4) 


其 中 
0.7473, 当 6|q B$, 
0.5016 — 0.27641og2, >Ч 4|4,314.2147 Е, 
0.2457, 当 214,314 Bf. 
0, 24 (4,6) = 1 B$. 
Hi (3), (4) 两 式 和 引 理 1 知道 本 引 理 成 立 . 
引 理 3. i o 是 一 个 实 函 数 ， 则 有 


éla, q") = 


11.200472 + 19.09712 cos y + 11.6884 cos 22 + 4.76 cos 3p + соз4ф > 0, 


5 十 8cosw 十 4cos2p + соѕ3р > 0, 17 + 24с0$ф + 8с052ф > 0. 
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证 见 文献 [5]. 
584. i x 是 模 q 的 原 特征 ， s = oc + it,1 < c < 125, ШЖ 
2= 有 + 刻 是 工 s,X) 的 一 个 零点 WA 
U де 
—Re—(s, x) < 0.2764 105 4(2 + |t|) + - аи" t 072861. 
其 中 cç 的 定义 见 引 理 1. 
证 由 Ш 中 的 定理 2 可 得 
-Ке Ps x) < 0.27641og q(2 + |Ң) - 0.27639 log 2 
о-в 1 1 1 г 
mariae a)l) * C8) pex] 





я =о1+й, о = liylras 由 o>1,0<B8<1 易 得 
1 1 
(%) (с) < 0.72361. (6) 


ар ri АС) 以 及 (5) 和 (6) 式 知道 本 引 理 能 够 成 立 





3. 定理 的 证 明 


引 理 5. Wb x ЕЙ q 的 原 特征 ， 令 s = c + itg = q(2 + 14), 则 当 
a pu mu E 

А 个 零点 ， d cun 
+ logge 2 = 72 + it, s3 = вз +й,8 =1- ү. 由 于 x ER q 的 原 特 
征 ， 所 以 由 gq > 3 可 得 o> < 1.19,03 < 1.1619. Sich xc [] 中 的 结果 有 


L 
—Вет (02, xo) 220и а. E = 61(9), (7) 
以 及 


2 
—Ке--(оз, хо) < ова - 62(4), (8) 
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其 中 





1.0823. 当 2|q B$. 110691, >4 214 H$, 
0.948. 4 ЗІ Bf. 0.97196. 当 3|q Bf, 
bi) = TIENE ба) = і 
1489. "4 6|q Bf, 1.532, 214 6|q 时 ， 
0.5415. 34 (q.6) = 1 时. 0.5468. M (4.6) = 1 Bf. 
A 
КЛ 


, 


Р 
flot) = Re(11.200172 7 (о. \о} + 11.6884 T (o +з. \?) 


“| 


р 1! 
ал (o Hit?) + божай, v). 


则 由 引 理 3 可 得 


Роу) + 19.09712Re 7 (v, +it.x) <0, (j = 2.3). (9) 


当 (6,4) = 1.2 Z ҳо( = 2.3.4) 时 ， 则 由 (7) 式 和 引 理 2 得 


ИК 
Foo tA) > (11.200472) (0.3413 - с ) + (17.4484)(—0.2764106 4 


—0.0095) — (0.2764)(11.6884 log 2 + 4.761063 + log 4) 
> —37.8625 log q: + 1.83131. (10) 


由 引 理 4 我们 有 


19.09712Re Ton +18.) 


1 
> (19.09712) ( Е 一 0.2764log q 一 oaan) 


19.09712 0.3... 14.0003 
> Ке -5.278444 — чс ) toga). (1) 
» (6 =; Й 19.09712  , _ 12.169 
当 (6.0) = 1 时， 由 (9) 到 (1) жө (159925 — 13.14095 - 12189) 
"(log ш) < 0. 故 有 


19.09712 


b> ———  - 0.339. (12) 
43.14095 + 12.169(log qr) 
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34 (6,4) = 1.7 Z хо(у = 2.3.4) 时 ， 则 由 (3) 式 和 引 理 2 得 





1 B 
Қозу > (11 200472) (0.5468 S 085 ) + (17.4484)( -0.2764 log qr 


—0.0095) — (0.2764)(1 L.6884 log 2 + 4.76 log 3 + log 4) 
> —43.44506 log 4) + 1.890749. (13) 


由 引 理 4 和 (1] 中 的 定理 1 可 得 


D П 


7.3301Re Төз dox) + 11.76702Re Ts Tit.) 





19.097121og qt ( 1.3301 7.3301 log 27 


S>: 2 " 
0.29 十 力 2 2log qt )0% “) 


= (11.76702)(0.2764 log gr + 0.73311) 





(1900012 ,. 7 TOM 
0395 -691746) (os qi) — 1.890749. (14) 
由 (9), (13) 和 (14) 式 容 易 得 出 


19.09712 log qr 
0.29 +b 





— (43.445006 + 6.91746) log gr < 0. (15) 


WA b > 0.089193. 由 于 v(mod q) 是 一 个 诛 特 征 ， 所 以 只 有 2{4 R 4|q 这 
两 种 情况 ， 当 214.314. 时 ， 由 (7) 式 和 引 理 2 可 得 
log qr 


аз f, > (11.200472) | 1.0823 一 - 
озн > ( 72) (1.0823 р 





) + (17.4484) (0.2764 log qi 
—0.3616) — (0.2764) (11.6884 log 2 + 4.76 log 3 + log 4) 
> —37.8625 log qc + 1.745 (16) 
"i Aa 79 q x - 
由 引 理 4 可 得 19.097 12Re£ (o +it.v) > (19.09712) (1980-7 = 0.584 — 


0.2764log q) > (1909712 = 5.278444) (log y) — 11.16. 故 由 (9) 和 (16) zÇ 
4 19.09712 — .. 5 _ 9415 t КОЗЫ 
得 到 (0015 -43.14095 — ioo ) бока) < 0. Bp (12) 式 能 够 成 立 ， 当 
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214. 3190, н (8) 式 和 引 理 2 得 





Козы) > (11. 200472) (1. 10691 — з + (17.4484)(—0.2764 log qe 
—0.3616) — (0.2764)(11.6884 log 2 + 4.76 log 3 + log 4) 
> —43.44506 log а, + 2.02066. {17) 
由 引 理 4 和 文 [1] 中 的 定理 1 可 得 


U 
7.3301Re P (z, +, X) + 11.76702Re 7- (os + it, x) 


19.09712 log q -( 7.3301 7.3301 log 27 


Z 7703915 2 3logq, ) ogg) 





— (11.76702) (0.2764 log q + 0.58361) 


19.09712 log 4 
^ 029+b 
由 (9), (17) 和 (18) 式 知道 此 时 (15) 式 仍 能 成 立 . 4 314,244, x? xo = 
2,3,4) 或 者 当 6|q, x? Я хо( = 2,3,4) 时 ， 由 (7) 到 (9) 式 ， 引 理 2 、 引 理 
4 和 [1] 中 的 定理 1, 类 似 地 可 以 证 明 (12) 和 (15) 式 能 够 成 立 ， 于 是 本 引 
理 得 证 . 
引 理 6， 设 x 是 模 q 的 原 特征 ， 令 s = c 十 让 ,qt = q(2 + 1), Дің 
X! Z Xo = 2,3), x! = хо BF, L(s, x) 在 区 域 


—6.91746 log q; — 0.1315. (18) 


1-— <o<l 
log д 


中 没有 零点 . 

证 设 p= 8+ 让 是 Цех) 的 一 个 零点 , 令 02 = 1 + 0339,6 = 

17 gd F(o.t,x) = Re (sc. xo) +4 (о zit). 则 由 引 理 3 可 
得 2 2 

F(o2,t, x) + ВВе (о +й,х) + кеі (o; +30, x?) < 0. (19) 

当 gg < GRE 时 ,注意 y^ = x, 使 用 (9) 式 ， 类 似 于 引 理 5 即 

可 证 得 本 引 理 . 由 L(s,xo) = co) Па -»7)? 以 及 £a-»7)7 = 


29 





[1990] 关于 Dirichlet L- 函数 的 零点 分 布 423 











1 
"wp Чөө) = C(0 [а-к 16:39 E 
pla pla 
所 以 有 | 
P, хо) = Ei- у) 282. (А) 
pla P 1 


令 s =02+4и, ШЗ || > өң (6,0) = 1 时 由 (А) RE 




















p g2—1 +4 
< 0.27641 0.27641 
Re т (52, хо) < {з F ap T og qt + og 2 244 
+0.0095 + > (= EP. —0.2764 вр) 
< 0.2764 log qe + 0.2764 log 4 + 0.0095 + c”. (20) 
其 中 
1 1 
0.041 十 (02764) log5， 当 | > 2 时 ， 
(o. J 01422 0 27 1+214 
сұ "ant 40. 64106 4 二 3j 
1 
= -0.27 2. 93 <|Ң<: 
МЕ 2 64) log 5， 当 —— = < Itl T 


由 ltl урар 容易 得 出 ch) < 0, keh (20) 式 和 引 理 2 m (10) 和 (13) 式 
仍然 成 立 ， 于 是 (12) 和 (15) 式 能 够 成 立 ， 对 于 ltl > sgg (6.0) Z 1808 
种 情形 , 使 用 类 似 的 办 法 容易 证 得 (12) 和 (15) 式 能 够 成 立 . 当 99% < 
ltl < sgg > 6,(q,6) = 1 时， 由 (A) 式 和 引 理 4 可 得 


L L 
Re TE> хо) + Re FA + 3it, x?) 











> (-0.2764)(2 log qe +1053 + log 4) — 0.019 + с?/, (21) 
其 中 
D= 02-8 02-1 
б (e—- 8) (40? (оз – 1)2 + (40? 
4+ 214 +3 
—0.7332 + (0.2764) ( 1 
кш? ( og rj T 0 2534) 


min (o. 2764 — 5) log 7, (е) )(0.2764) — — 4) logs]. 
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3: ўы E 
当 0339 31-5 < n < заза 时 ， 由 927 > 7 — 而 








21084! (оэ — JY + (4f) (оз = 1)7 + (40° 
得 
4 64 > 
十 = 
«{Э > 0.2132 — 0.7332 + (0.764) 4 log —— -- 35% >0. 
^T 5888 





故 由 (21) 式 和 引 理 2 知道 此 时 (10) 和 (13) 式 成 立 ， 所 以 (12) 和 (15) X 
能 成 立 ， 当 a кин 只 可 能 是 4 = 5. 故 由 (А) 式 和 引 理 4 可 得 





" П 


L L 
Re (32. Yo) + Re T (o1 + 3. л) 


> (—0.2764)(21og qi + log 4 + log 3) — 0.73311 


+log —— 
ЕПИР Т 


log р GJ. — 1 02 – 3 
-È зе 1 t0.27641ogq - Е oS ЗҮ + ai 


4 + 2jt 6 十 3 人 
ШЕ (log 17577 4+2] ) -“ 





ња ! 


> (—0.2764)(2 log 4 + log 4 + 1053) — 2d, e^, (22) 
" bu 
其 中 d" = (02764) (log 7 +21 + log д — 0.73311 — c, + 2d, ~ 


Iv 


QE + 0.2764 055. 4 ora P «|t < sig 时 有 os > 1.14219, 01 
1.746835. 于 是 有 
1 А(п) ы є -— 
“ < (2) > свв ~ 0-2764 log 27 < —0.150657. 


(n.5)=1 


qup d 0.339 +b 
由 此 容易 得 出 4” > O. 所 以 (12) 和 (15) 式 仍 能 成 立 ， 对 于 Ugo 


| < pigg (4.6) 关 1 的 各 种 情形 , 用 完全 类 似 的 方法 容易 证 明 (12) 和 (15) 
式 是 成 立 的 ， 这 就 完成 了 本 引 理 的 证 明 . 
引 理 7. 设 \ 是 模 q 的 一 个 原 特征 ， 仿 s = c +. де = q(2 + ||), 则 
ХР ло, у” = vo Bf, L(s.x) 在 区 域 1- Tog <p <1 中 没有 零点 . 
证 设 p = 3+ J L( ү) 的 一 个 零点 ,人 2 о =1+{ a 1- b 


Og 9 ` 
则 由 引 理 3 可 得 


IA 


П 


, , 
MReS (оз. Yo) + завет (о: + у) + SRe (os + 2й, x?) < 0. 
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мр SEE 时， 则 由 (т) 式 和 引 理 4 得 


L LU L с 
0> 17Re (92+ о) + 24Re те +“ \)+8Ве ro 20,7) 





log qr n-a 20. 
7 .5415 一 8)| - - > -0.2764 log 
> (ит (о 5415 x «e — ЛУ + Gr 764 log qr 


+2 E logd | 
-0.7222 — 2i 
0.7 0.2764 log TW ) МЕЙ за 





—0.2764 log 9 一 e 


2 14.33 
> ( EN MR 58.993 — 1483 Jog qi) 
0.339 + b log qc 
8 
СА ЕЕЕ . 
Косе D 2) logan 


МЯ > 0.09031. 又 由 Tor < 28.903 + [488 可 知 (12) 式 能 够 成 
H je) > оз 或 者 ОЎ < < 05 时 ， 使 用 与 引 理 6 完全 类 似 的 
方法 即 可 得 知 (12) 和 (15) 式 能 够 成 立 ， 于 是 本 引 理 得 证 . 
引 理 8. VRBE q 的 一 个 实 原 特征 ， 令 = iti = q( + ||). 
ШІ) 在 区 域 1 一 longi «o € lt > 0 中 没有 零点 . 


证 设 p= Е У 的 一 个 零点 ，t 天 0, 令 oa = 1 339, 





ов! 
095 4 1. 
+? = mgg WE 
1) Ап) (а) 、 = A(n) log qt 
+С (ог: E 7 
epiee De > X ®- тм 2-05 t€ 0 
Pere" 


其 中 

0.47768， 当 (6.4) = 1 Bf, 
0.8886, 当 214 Bt, 
0.72896. 24 3|q 时 ， 
1.2448, 34 6jg B$. 


由 于 x(modq) 是 一 个 实 特征 ， 故 由 Lo) = 0 可 得 LO) = 0, 其 中 


p= ñ it. 当 || < ДВ 时， 使 用 证 明 引 理 4 的 方法 由 [1] 中 的 定理 2 


2 
M 
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可 得 
г 2004 - 8) 
—Ве iUe x) < 0.2764 log qt + cq 一 [EET +(2) (0.72361) 
1 
< 0.2764logqi — ——À ОВ + (2)(0.72361). (23) 


1 二 (0.5)4 0.95 +b 


由 (23) 和 (В) 式 得 


1.88235log 4 _ log q: 
1882351054 < 1064 +0.2764logg + cç + (2)(0.72361) — e 
0,5%» 2 0.95 ова + ca + (2)( = 


< 1.754224 log qi. 


МЖ b > 0.123 > су. 414 > 0.92, (6,4) = 1 Et, Wh (A) 式 可 得 


L i сә 一 

一 А < —— 一 一 一 一 +0.27641 
Re Т (сэ + 2it, xo)| € (z;- D? + df +0.2764 log q, 
2 十 2 人 


+ 0.2764 105 DESIT 





logp 
+0.0095 + > ecl z 202764104 
piq 
< 0.27641og q: + 0.2764 log 2 + 0.0095, (24) 


以 及 


2 一 


о: 
P җн. FE ДАЙЫН 
7 (oz 一 1)2 十 4t2 


LU 
Re FAL + 4it, Xo) 





--0.2764 log 4 + 0.2764 log 4 





+0.0095 + Y^ ED 0 27641og q 
р°% = 1 
pla 


< 0.2764 log q, + 0.2764 log 4 + 0.0095. (25) 


由 (24), (25) 式 和 引 理 2 知道 (10) 和 (13) 式 能 够 成 立 , Ж (12) 和 (15) 式 此 
时 仍然 成 立 . 对 于 |t| > 0.92, (6,4) #1 时 的 各 种 情况 , 使 用 同样 的 方法 即 可 
得 知 (12) 和 (15) 式 能 够 成 立 . 4 b = 0.11 时 本 引 理 明显 成 立 ， 所 以 我 们 可 
以 假定 5 < 0.11, 这 样 就 有 bor > icu 当 ho < |t < 0.92 
BF, Bx Ш 中 的 定理 2 可 得 

1 


x5 十 (2)(0.72361) 





г 
一 Re T” + it, x) < 0.2764 log qt + cç — 


02-8 


“(ө- В+ Qr (26) 





[1990] 关于 Dirichlet L- 函数 的 零点 分 布 427 














H (А) 式 可 得 
02-8 г 2 
(6; m: + Gn: 一 4 2it, 
0.72361 - —— Ar Gn Re (02 + 2it xo) 
23— 8 е, 02-1 
<0. 0.0095 + —— 
S 0.72361 — T 8y c (202 ?* (zx = y + QD? 
2 + 214 1054 
7 7 -0.27641 
+ 0.2764 log q: + 0.2764 log ЖАП P EM og q 

< 0.2764 log q + 0.2764log2 + dg + сі), (27) 





П 
其 中 cf = 0.73311 — d, -oareitog Е + У р ОЕР тт 0.2764 1og q. 由 


(А) 式 ,， 引 理 4 x? = xo 得 


, 


L г 
~ Re 一 (oz + 3it, х) - Re тез + 4it, хо) 


L 
< 02764 log + eq + 0.72361 + А 
(оз — 1)? + (4t)? 
23-8 2 + 3|t| 


+0.2764 lol og 77 +0.2764 log де 


7 (02 = 8y + (4t)? 十 上 


Alt 1 
+ 0.0095 + 0.2764 log 2 + ay = —0.2764 log q 








2 + [t| ре? 
< (0.2764)(2 log 4, + log 3 + log 4) + de * ul ç (28) 
5 6 十 3|t 4+ 2|t 
其 中 cf = c, — 2d, + 0.73311 — 0.27641og 5255/4 — 0.2764log 工 二 下 | + 
1 
P. = 0276454. 由 |t| > 0.92 容易 得 到 
pia P 
) + ef? < cç — 3d, + 0.9825 + (2) (сг SSP — 0.27641og ) . (29) 
Pla 


通过 简单 的 讨论 , 由 (29) 式 容易 证 得 c( с) < 0. 故 由 (26) 到 (28) R. 
引 理 2 和 引 理 4 知道 (10) 和 (23) 式 能 够 成 立 ， 进 而 知 (12) 和 (15) ЖЖ 
Sr. 这 样 我 们 就 完成 了 本 引 理 的 证 明 . 

由 引 理 5 到 引 理 8 立 得 本 文 定 理 的 证 明 . 
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算术 级 数 中 的 最 小 素数 和 与 Dicit 
L- 函数 零点 有 关 的 定理 (VT 


Ls в 


d D 为 一 个 大 正 整数 ， (K,D) = 1, P(D, K) 表示 最 小 的 素数 p = 


K( mod D). 1934 Ж, S. Chowla 猜测 : P(D. K) < р!+‹. 三 年 后 , Р. Turan 
在 广义 黎 曼 假设 下 证 明了 : Chowla 的 猜想 对 几乎 所 有 的 模 D 成 立 ， 另 一 
方面 ，Erdis 于 1949 年 得 到 了 : 一. 存在 一 常数 C2 = СС!) 及 无 穷 多 整数 
D, 对 至 少 Czp(D) 个 KK 的 值 上 P(D,K) > (1 -Ci)e(D)log D; 二 :存在 一 
常数 C4 = Са(Сз), 使 得 对 Cap(D) 个 的 值 有 P(D, K) < C3y(D)log D. 


DC 





1944 年 ， Linnik 做 出 了 一 非常 重要 的 工作 . 他 证 明了 P(D,K) < 


‚ C 是 一 绝对 常数 . 后 来 ，Rodosskii + 1954 年 简化 了 Linnik 的 证 明 . 


下 表 列 出 了 P(D, K) 上 界 的 历史 纪录 : 
ЖЖІН [1] (1958), C = 5448; 

陈景润 [2] (1964), С = 770; 

M. Jutila [3-4] (1970), С = 630,550; 
陈景润 [5] (1977), С = 168; 

М. Jutila [6] (1977), С = 80; 

S. Graham [7] (1977), С = 36; 

陈景润 [9] (1979), C = 17; 

$. Graham [8] (1981), С = 20; 

王 炜 [10] (1986), С = 16; 

陈景润 ， 刘 健 民 [11] (1989), С = 13.5. 


本 文 我 们 得 到 了 C = 11.5. 


2. — && 9] 38 


引 理 1 设 p;=1- Z iyi = 1,2) 3,1) 的 零点 其 中 





1 原 载 International Symposium іп Memory of Hua Loo Keng, Vol.1, 19 - 42, Science 


Press and Springer ~ Verlag, 1991. 
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xi mod D 是 非 主 特征 ，0.6 < 8; < 0.9, i — 72| < рур. 对 于 k=3,4, 令 
pk = 1 — ëp + их ЖЕ L(x) 的 零点 其 中 хшоар 为 复 特征 ， 0.6 < 
k < 0.9, |52 — 24| < туур. 如 果 xi м. х1 # X, W шахіс;<а 9) > 0.89. 
证 Wo = l+ ep aa 待定 . 
定义 





" LU 
SQxi vix P1 Ёз, P4) = -Ref Eto) + 719+ imo) 


Ш! L^ г 
+0 +з) + (о + а + pct + йз, М) 


г L RC 
+ TC tin + ба, xix) + 10 + буз + бта, X ) р. 
我 们 有 


0 < S(xi xx P1, рз, P4) + Sax X; Р, P3, Pa) 
+5(Х1, X xi P1, йз, ра) + S(X1, X, Xi P1, Ёз, а). 


H [11] 中 引 理 1 的 方法 .此 即 完成 证 明 . 

引 理 2 对 于 j=1,2 令 pj =1- різ) Ж Ly) 的 零点 其 
中 xmod D 为 复 特征 ，0.6 < 3; < 0.9. — | < р. 对 于 k=3,4 
4 pk l- ёр tin 是 L(s.x) 的 零点 其 中 xmodD 为 复 特征 ， 
0.6 < Øk < 0.9, |5 — 74| < тар. й # рз, йі # pas P Y рз, ба # ра, DU 
maxi<;<4 В; > 0.89. 

证 H [Ll 中 引 理 2 的 方法 . 

引 理 3 对 于 j=1,2,3,4, 设 p) = 1- рар tiy E L(s.x) 的 零点 ,其 
$ x mod D 为 复 特征 , 0.6 < B, < 0.9, [j| < 1, |= —%| < rip Id < 
РЕБ: ДЇ maxli<j<4 B; > 0.89. 

证 用 [1] 中 引 理 2 的 方法 . 

引 理 4 Ир =1- р-із E Lo) 的 零点 Xi mod D EFE 
实 特征 ，0.6 < ñ, < 0.9, 0 < |m| € 5. Я p> = 1— рр + ino JE L(s x) 
的 零点 ,其 中 y mod р 是 非 主 实 特征 ，0.6 < 82 < 0.9, 0 < |у) < 05. 如 
Ж x Z xa 则 maxi <у<2 9; > 0.89. 

XE BJ [11] 中 引 理 5 的 方法 . 
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引 理 5 ЯҒ)-12,2р-1- рр + iy; 是 L(s,x) 的 零点 ， 
xmod D 是 非 主 实 特征 ，j = 1.2.0.6 < 3, < 0.9,0 < || < Ж 
£i # pz, №] maxj=1,2 В; > 0.89. 

证 JH [11] 中 引 理 5 的 方法 . 

8886 xHTj-12 Фо = 1- pep Це, ха) AE, хі mod D 
是 非 主 实 特征 ，0 < 8; < 0.9; px = 1 — p + ina 是 Ls, x) 的 零点 ， 其 中 
xmod D 是 一 非 主 实 特征 ， 0.6 < A < 0.9, 0 < na| < 05. 若 а. 则 
maxj=1,2,3 2; > 0.89. 

证 见 [11] 引 理 5 中 的 方法 . 

引 理 7 XTj-12,9p5-1- Бр 是 L(s.x) 的 零点 ， 其 中 
xmod D 为 主 实 特征 ，0 < 2; < 0.9; p =1- Быр + ina 是 L(s.x) HF 
点 ， 其 中 Xmod D 是 非 主 实 特征 ， 0.6 < A «09,0 < s| < 5. 则 
maxj=1,2,3 0; > 0.89. 

证 见 [11] 引 理 5 中 的 方法 . 

引 理 8 对 于 j=1,2, 令 pj 1 X) 5, v mod D Jë 
非 主 实 特征 ，0.6 < 3; < 0.9. 对 于 人 = 3.4, Ф px = 1— ұр Ж L(s, xi) f 
零点 , 其 中 хі mod D 是 非 主 实 特征 ，0 < 3, < 0.9. WJ maxı<j<4 2; > 0.89. 

证 iZ о=1+ рер, E a бр. 3 x Z xi, WJ 

1 


4 
о<1- 
“а act, 





+ 0.27641(3). 


# x = ха, W 





十 0.27641. 
“а at, і 


Ж a = 1, 这 就 完成 了 证 明 . 

引 理 9 a=- кр + ги Ж L(soi) 的 零点 其 中 x 是 
一 个 模 р анды 0.1 < ñ <013,|4| < 1 XT j 22,3, Ф 
ру = 1— ёр tiy Я L(s, x) 的 零点 ЖФ mod D 是 一 复 特征 ，0.1 < 
8, S 0.73, j| S 1, 2 - ysl < ЫЗ. Æ xi # x, Xi x # хо, ЖШ 








2 
max 3; > min 0.65, 7— — —— - 0.73). 
ES ( "reni ul O ) 
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ME EH [11] 中 引 理 1 的 方法 .得 


1 1 2 
“а а+В а+% 
0.5(a + 81) а + 82 We 0.5а(а? — 23) 
(a*- 8) +0 (a+) +P (0 + d2)((a + 83) 4) 
d (0.5а + 83) 
(ad) (а + Bs)? + 0)’ 








+0.27641(6.5) 





(2.1) 


其 中 aff di = (93 - 12) log D. 33 < a. 
假定 83 < 0.65, fE (2.1) 中 取 a = 0.73. 
若 |di| < 0.65, 我 们 有 
2 0.5(0.73+ 81) 
0.73+B 0.73 + 3 (0.73+ 81)2 + 0.4225 
_ 0.73 + f» 
(0.73 + 82)? + 0.4225 ` 


定义 AQ) = пои, 则 А(х) < 4(0.65)( 对 0.1 < x < 0.65), 由 
(22) ЖЖ: 


0 < 3.14841 一 





(23) 


2 








«2. =, 2.3 
05 2.25882 - тз + 0.73+ 83 (29 
Ж 0.65 < [01| < 0.9, ШЖ 
2 0.5(0.73 + 81) 
0 < 3.16653 — 一 -- 
= 0.73 + 81 073-0; (0.73 + ,)? +0.81 
" 0.73 + ñ, = 0.365((0.73)? — 0.4225) 
(0.73 + 95)? +0.81 — (0.73)? + 0.81)((0.73 + 0.65)? + 0.81) 
2 
1 (0.65) 0.365 + 33 (24) 





((0.73)? + (0.65)?) (0.73 + 83)? + 0.81) 


EX AX) = рт ат (01 < x < 0.65), 我 们 得 到 Ax) < 
max( A1(0.1), А1(0.65)). 


定义 ВОО = - о (0.1 < x S 0.65), 则 有 


B(x) € max(B(0.1). В(0.65)). 


于 是 有 
1 2 


0< 2. дене; мене АН 
5225573 - тзт Bp 073+ 83 


(2.5) 
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仿 上 面 的 方法 ， 可 证 明 : 若 0.9 < |d| < 0.97, 0.97 < |4| < 1 或 者 1 < 
|di| € 1.194, WI 
2 


1 
< 2.42813 — —— ——— — t, 2.6 
95242818 0.73 + 8, 0.73 + 8, (26) 


结合 (2.3)-(2.6) 即 完成 证 明 , 

引 理 10 a=- gr ір + im 是 ЦаХ) 的 零点 ，x mod DD 是 复 
THE р <1. 对 于 j=2,3, 令 pj=1- 25 жі; Ë L(s x) 的 零点 ， 
其 中 xmod D Я ЧЕ, || = 1,0.1 < В, < 0.73, |6 -yl € Bs os 
рі * P2, рі s, ІІ 





2 
max 8; > min (o. 65, zoe сөн 


- олз). 
IE 07398; 


WE 用 [1 中 引 理 2 的 方法 . 

38811 ЯҒ/-12,,Фр-1- гер +im 是 L(s,x) 的 零点 ， 
其 中 Xmod D EARE, h] < 1, 0.1 < 8; < 0.73, pa — | € ЫЙ. # 
£1 Y 92, pi * ps, W 

max, Bj > min (oss. Lan- нии 25 олз), 

证 Xu] 中 引 理 3 中 应 用 的 方法 

38812 Яр =l- рар tin E L(s,x) 的 零点 ДФ хі mod D 
是 非 主 特征 ，Im| < 1, 0.1 < д S 0.73, 并 设 m = 1- чи» 是 L(s x) 
的 零点 ， 其 中 Xmod D 是 非 主 实 特征 ， 0.1 < 0; < 0.73, 0 < || < 0597. 
# 7 x, JU 





1.73 
max б; > min (°. 65, Za зы 056). 


证 应 用 [11] 中 引 理 5 的 方法 

引 理 13 Я%)-12%;-1- рёр +з) Ë Цо) ВА, 
其 中 xmod D REHE, [yl < 1, 0.1 < 8; < 0.73, 0 < || < Bx 
i # pa, W 


Қ 1.73 
тах В; > шїп (oss. 224 — LHEBE 一 оз}. 


zl 
? 0.8565 
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证 用 [1 中 引 理 6 的 方法 

BI 14 XT j= 2,3, 4p = 1 - Ж Щз, х) 的 零点 ， 其 
中 xmod D 是 非 实 特征 ，0.1 <; < 1. É p = 1- WZ + im 是 
L(s.x) 的 零点 ， 其 中 xi mod D 是 一 非 主 特征 ，0.1 < 4 < 1, || < 1. 车 
хіх # X, Xi x. 则 

2 
Шах 8; > шах (ов, IW zx = оз). 
证 用 [9] 中 引 理 10 的 结果 ， 我们 有 : 
1 2 


ocosmnal-c i... 2. ‚ 
а atf act 


# а = 0.9, пал <у<3 8; ит, ЖН > 0.646. 此 即 完成 证 
` 99421 


明 . 
引 理 15 Яр = 1- ар +7 Ж Цех) 的 零点 对 于 j= 2,3, 
4 pj = 1 — рар 是 ZL(s,X) 的 零点 其 中 x mod D 是 一 非 主 特征 ，0.1 < 
Bi < 1, [n] < 1, 0.1 < 0, < 1. W 
2 
mE B; 2 max (nens a -09). 





WE 用 [9] 中 引 理 12 的 证 明 ， 我 们 得 到 


2 
(spilli. 
а a+) a+b 


其 中 Bs < o. Жа = 0.9 即 得 证 . 

引 理 16 对 于 j=1,2, 令 pj=1- рі) Æ L(s, xj) 的 零点 ， 
其 中 x; mod D REHE Iyl < 1. 假定 3, > д, W 

а) Æ xi # ҳо, Xi * x2» x1 # xo. Wl 


。 [0.1849 . 
B2 min ( ‚шах (0.23489, с Жа олз). 


Е 1.74 
ві 4.51 一 саз 








b) # ха # Жз, Xi # X2, хі = xo, 1 # 0, W 


. (0.2209 12 
Өз > шіп ( 8 ‚шах (0.258, EE AE от). 
1 





7 114 
3.76331 一 узт 
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c) Æ х1 Я X2, Ха # хә, ХЗ = хо, %2 # 0, W 





0.2209 1.14 
B» > min ( ,max (0.258, = KE олт). 
В 3.76331 一 gas; 


d) # 41i =v = 0, Х1 = x? = xo, xi # x2, ЛІ 


2 
h > 0. 一 一 . 
85 > 0.6666 log 33; 


证 由 [12] 中 引 理 4 的 证 明 ， 可 得 : 对 于 818 < (0.43), 有 


1.2569 


4.51 — ghé 


85 > max (0.23469, 
043-5; 


= 0.43). 








若 Bipa > (0.43)*, ШІ 0 > 24999. 此 即 得 到 а). 
类 似 地 我 们 可 以 证 明 b), с). 
用 [8] 中 引 理 4 的 结果 ， 即 可 得 d). 
引 理 17 设 p=1- pfp tiep 是 L(s,x) 的 零点 其 中 xmodD 
是 一 非 主 实 特 征 ，t 头 0, W: 8 > 0.158798. 
证 由 [13] 中 引 理 3 的 结果 ， 有 
L г’ t 
Re (11.200472 1f Хо) + 19.09712 7- (^ +i D. X 
š Ж y а 
+ 11.6884 7- (reni 8 D: X ) + 4.76 L (resi ED: X ) 


, 


1 Br 
АСЕ )) <0. (2.7) 





BUR o = 1+ рар, a = 0.52. 
H (2.7) 和 [9] 中 引 理 1 及 11 的 结果 ， 此 即 : 








11.20047 .0971 | 
qz 162040 1949712 4-0.27641(19.09712 + 4.76) + 11:68844 
а а+ 8 а? + (21)? 
_ 19.09712(a +8) 4.76(а+ 8) n 4.76(а + 8) 
(ac 8) + (20? (а+ 8)2 (20? a? (40? (a+ В)? + (4t)? 
19.09712 
< 28.133372 — | 
一 0.52+8 





于 是 引 理 得 证 . 
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引 理 18 ЖЕ)=1.2....,/ М, Фр; = 1— ёр +) Ж Ls, xi) I 
零点 ， 其 中 x; mod D 是 非 主 特征 ， B; > 8-1, Bo = 0, |51 < 1. WJ: 





М 
1 2 
25 7 十 x - 0.27 + 0.27 
м. Ээ 0.276410 i Aj(1 - 0.27641а) + 0.27641a, 





其 中 和 ; > 0 Бо, НБ УМ Л, = М, 0.36 < a < 0.45. 
证 由 [9] 中 引 理 1 的 结果 和 Halder FER, 有 


























V ^) Муху) |? <S a S AQ) 
oo 2 oo ж 
) Уру) " АН Жа) & Ах (п) 
ЕБ тт) = > те г» n? > т?» 
j= m А п=1 ізі 
Aj X» (п) „Хуа (14 €) 2 A(n) 
< 2 2 I 
Y n тотту +8 RTI I Pr; 
А; Ay x; (n п 
Хху(т)ху (n) (2.8) 


ni Yy 


其 中 o=1+ рр. 
首先 我 们 观察 数 对 Qj). 了 Aj’ 它们 使 Xy = xo пу т > ЫЗ. 
由 [9] 中 引 理 1, Ж: 





(n )xo(m) < (1 E - 2 
Re >: aros Š G= nr r= < 027941008, 





其 中 0.36 < a < 0.45. 
现在 我 们 看 数 偶 Gj), j s J. ENNE уху = ту. 一 € ЫЙ, 
引 理 9 - 引 理 15 知 这 对 证 明 C = 11.5 是 有 用 的 ( 见 第 四 部 分 ). 
Xy * xo j £j h [9] 中 引 理 1, 有 
Re 2» (в) (а) < 0.27641 log D. 


пі и 


因此 








Е № + Xe АЛАУ 
232 + с=п (0.27641) log D, 





Мп) л 
хе; 


т-і 
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Вр: 








n" 


x ма); x №) < rr 2A 2 + Er МА (0.27641)(log D). 





n=l 


由 [9] 中 引 理 1, 得 : 





-Re 了 Ge x) < 0.27641 log D — Уе] 


ж STP 


Bp 





ji 
l < 0.27641 log D + Re (s, ү). 
Pk L 


> Re 
Pk E 
因此 : 


М М.А 1 
> № < 0.27641 № + ПРИ шы (0.27641). 
a t B; a? 








ja 


由 此 即 得 引 理 . 
引 理 19 ”在 引 理 18 的 假设 下 ， # Z O, Ш 


Вы 2 (N ~ 2B) 


€ 2 sb 
0.27641N 十 ы 2B? + Uc B) (1 — 0.27641a) + 0.27641aN? — 2B 
a М-2 а+ д 








-а 


这 里 a > 0, B > 0 待定 . 
证 由 引 理 17, 取 和 li = A= В, з= М =з =Ау= 


RAPI iai ) = (а + S325. 


因此 


TEP Ш: 














s (2 2B ,N-2B 
N 


< 0.27641 
+ó а+ ду ) ul ° 





1 (ән, (V -2B) 
T (в + Ja — 0.27641a) + 0.27641a. 


此 即 完成 证 明 . 
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类 似 地 ， 我 们 有 : 
引 理 20 ”在 引 理 18 的 假设 下 ， 若 x mod 是 一 复 特征 ， 则 


Bn > (N – 2B) 


—3BY =1 
(бәтжама 1 | (282+ OZBE \ q - 0.276410) + 0.276410 N? — 28, 
а 一 2 а+ Ві 








N 


—а 


其 中 4 > 0, В> 0 待定 . 
388 21 T, оар) 至 多 有 四 个 零点 满足 条 件 : 


0.2769 
log D 





<8<1, ||<1. 


对 于 j = 1,2, П, mod pL x) AEA pj = В+ ҖЕН 1- 025 < 


Bj € 1, || S 1. W I mod pL(s,x) 至 多 有 四 个 零点 满足 下 面条 件 : 


Өз 
1-— < К. ; 
os 0<1, |Ң<1 (2.9) 


其 中 


1 1 
0.37837 + 3) “0.37837 十 万 


-037837}. 


-1 
Ёз > max { (15778 一 ) — 0.37837, 


2 
4.5778 一 7 


证 X [11] 引 理 13 X [9] 3/8 13. 
жол < 和 <0.6, 记 a=1- gig, 考虑 区 域 : 


&< s< 1. |4<І. (2.10) 


E SA) = (x : L(s, x)fg (2.10) Ф, 至 少 存在 一 个 零点 }. Ир, Я L(s,x) 
在 (2.10) 中 的 零点 ，X 天 ҳо. 


4 Нш) = ET. ge ш = чыӊ”, M > 0. 
设 


cl 三 


0, А < 0.545, 
2.061, А> 0.545. 
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23822 若 01<A< 0.6, 则 我 们 有 


> > 1H? (px +5 11р! 5Ве(1-р,) < 3.642C (A) e* 560063 + Сі. 
X€s(A) Px 
e3.19004 入 一 el 99007Ү) 


соҙ- »( E: gum) 
(9 1.200024 E 7 


证 用 [11] 定理 2 中 的 方法 . 


3. 关于 L- 函数 零点 的 一 些 结果 


对 于 了 = 1,2, $ ру = 1- en tigip RE L(s x) 的 零点 ,其 中 xmod D 
是 任 一 非 主 特征 ， 53 < elog D. 记 A = |x — yl. 根据 [11] 中 引 理 17 
的 方法 ， 我 们 有 : 

引 理 23 10<2;<0.89. WJ 


ун 个 一 DIDiasRet-m) < у^ 28457855 — 20087 
— xxm c 
ЖА Kle) = бен! C, = 2.8457855, z > 0. 设 и = 0.7921, 我 们 
Ж: 
т? + u)sinz — r(Cs — 2cosz) 


Hint 
кше? (22 + и)? 





ка) _ 202? + u)((z? + и) совт — 4zsinz) + (C3 一 2созт)(3х? — ш) 
(т? + u)? 
经 计算 得 : 0 < +z < 2.35 BF К”(т) < 0. 

# 0 < z < 2.35, Д K'(z) < K'(0) = 0. # К(х) Ж x 的 单调 递减 
函数 ， 因 K'(z) < 0, 故 对 z1,z2 [-2.35,2.35] 有 1(K(zi) + K(x2)) < 
K (Extent. 

引 理 24 





2K (оцы), —2.35 < 91,72 < 2.35, 


2 
Y uro; = 1)[DI9SRe1-2) < 
j=l 1.783, 其 他 情形 . 


证 X [11] 引 理 18 中 的 证 明 方法 . 
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9128 25 i хшоар 是 一 非 主 特征 ， S(x) 表示 由 所 有 满足 下 面条 
件 的 p= 8 + iy 组 成 的 一 个 集合 : 


0.89 
L(px)20, 1- ——— < g š 
(o. x) 1- кр 5? 


0.6 
25251 ер MSL 
则 我 们 有 : 


> IH2(o, – 1)|DI95Re(1- 0) < 2.6851. 
pzES(X) 


证 DL [11] 引 理 20 中 的 证 明 方法 . 
引 理 26 ”假定 xxi 是 两 个 模 D WIERE x Z xú x Z xi. W 
Six). $16) 分 别 表 示 由 满足 下 面条 件 的 所 有 popa 组 成 的 集合 : 
0.89 
Ирх,х) = 0, 1 БЕРБ < Верх <1- ig D’ lIImpx| < 1, 
рх,,х) = 0, 


9 
一 一 一 一 «1; 
log D° шру,| 51 





5 |H (oy 5 1)|? D?5Rea (3) 
РхЕ51(х) 


+ У) На - 002580) < 2.24284. 
РхЕ51(х) 
证 见 [11] 引 理 21 中 的 证 明 方法 . 
对 0.6 < A < 0.89, 我 们 用 下 面 的 记号 : :1 = D0815，z = 站 1155，z3 = 
D175，z4 = D02199. фо-1- БАр: 考虑 : 


а<0<1, l| <1. (3.1) 
假定 xmod 是 一 非 主 特征 ， 令 : 


бір = (x: 当 且 仅 当 Z(s,X) 在 (3.1) 中 有 一 个 零点 


ы B. x 
Жж-1- бер + іа Б? 
Sap = (х: МНО, ХЕ (3.1) 中 有 两 个 零点 


бух =1 Bix Зах 


+š 
53р = [x : 当 且 仅 当 L(s,x) 有 n 个 零点 








C ер gD I7 b?k 


B; 
р РАЯ 
Pix log D 





; Tix = 
HD 
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BE Uj Sip 中 至 少 有 3 个 元 素 ， 否 则 容易 得 到 我 们 的 主要 结果 
因而 ， 存 在 一 个 非 主 特征 хі mod D, 使 得 L(s,xi) 在 (3.1) 中 有 一 个 零点 
рі -1- фр Figli. 由 引 理 1 - 引 理 8 9, TE 52р 和 53р 中 (除去 一 
个 非 主 特征 x mod D) Ж Ж |у, — эу] < 1G # К) Жу. 

设 





Ех) = |H? (px — 1) D 5ReO700, 
E(x) = |H?(pix — 1)|D!95Re(a1 7014) + |H?(5, — DI p105ReQ pax), 


Ез(х) = ӨСІН (ру — 1) ров ро. 


Px 
58827 Я xmod 是 任 一 非 主 特征 . Ж 0.6 <А < 0.89, ДІ 
У EO У bo У E 
хЕ$1.ь\{х2} x€S> p ха) х6ӛз,р Mx2) 


X 8.6465C1 (A)e?5A, 


其 中 





1 e2.31 和 РА е! 632A ZEA 
^)=А- (1-2 £ emaa), 
Сиз) ( 0684 | ) 


证 根据 [1] 中 引 理 22 的 证 明 方法 来 证 明 引 理 27, Hi ЛЕС), 
BOn, 其 中 


2 


log z3 
f f e 
las 125 


2-1 


2 Лов zs |$ 
a, в "| 
log 21 


j=1 


—S;.xt 











2 
E 


经 计算 得 
ТАЕ) < 1.24673, 


5830) < (0.4813)(2.6851) < 1.29234. 
由 此 即 完成 证 明 . 


4.C-115 的 证 明 


引 理 28 ”假定 x,xi 为 模 DD 的 非 主 特征 ，x 是 实 特征 . В: =1- 585 
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ELG HEPA p = 1--Ёр+їү E Це) 的 零点 , 且 61 < 6 || S 1. 
w: 





2 2-4 
>(2— ==. 
$> (3 <) log 35. 


证 ив. 
对 于 正 整数 我 们 定义 


2-4 
R(n) : І HH (w)c Edw, 


27i /2-ioo 


及 
-1 /2+ioo г 
Дх) = J, Ни) ти + bae 


ч 
W: R(n) = 0, # n > DYS $ n < D”: R(n) < pip # 09% < n < 
pus 因而 


Их) = мышы 
095<п< 0115 
设 
&- 0, хило, 
1, х= хо. 


则 
J(z) = Eo - У Но - 1) + O(D^?), 


其 中 px 通过 L(s.x) 的 非 显然 零点 .因此 ， 
лево а 


a x чю} (д) 


ри xmod р Px 


ПК (mod D) 


于 是 为 了 证 明 P(D, K) < DUS, 只 需要 证 明 : 


X Xue uin ud 
x mod p x 
5 
20:67) = 2 Н (ЕЛ). 
1- вер <Верх c1- 525 
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若 0<5< 0.6, №] 


У XH uw-u У 206,0) 


x mod p >x xmod p 


+ > 2060.89.06) + У Z[x; sos D,0.89) 
xmod p x mod D 


+ > 2(%;0.6,0). (4.2) 
xmod D 


< 


Zio €,n,0) = > ІН (o, — 1)|p9ReO =x), 
1- gp <Верх<1- pip 
RTA: 


E 20:06) = ТЫ езу уу 235105) 
xmodp xmodp 
= 610500 Уу) Z((x:0.6,b,10.5) 
kmodp 


ноз f° es $7 Z0;A5105)0A (43) 
xmod p 


0.89 
Y. Z(x:0.89,0.6) = J e7994, Y^ Z05,0.6,10.5) 
xmod D 06 xmodD 


= 2105089) УУ Z(x;0.89,0.6,10.5) 
xmod p 


0.89 
+10.5 ls e™105A $^. Zi ,0.6,10.5)dA. (4.4) 
Ñ xmodD 


另 一 方面 ， 我 们 有 : 


0.89 
10.5 ls e 05 У 2105 А,0.6.10.5) 4А 
Ë xmod p 


0.89 
=105/ еб 2 Z0GA5.10.5)dA 
` xmod D 


+ > 2050.6, 10.5) (7105089) .,-10509) (45) 
x mod p 
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由 (4.2) - (4.5) 得 : 


0.6 
2 = x —10.5А 
Y Ун -ш= X Z(cb.0) +105 / é 


x mod p Px xmod р 
X 4Z60635,105)4A 67105059 у) 2,(:0.89, 0, 10.5) 
x mod D ai xmod p 
410.5 езе У Zi, 5,10.5)dA 
t: 1 xmod p 
* . > o slog D, ов) 


0.89 
= У 200-199 y^ 210660105) + 10.5 f eus 
b 


xmod D xmod р 
- У) AQAOUOSA езе» S^ 71(5;0.89,0,105) 
xmod р xmod D 
64:25 2(6 5 log 2.0.9). 
xmod р 
由 于 
1 oo 
22 Z (v а.ө) = 9.5 ез У) А(х;^,0,9.5)аА 
x mod p 0.89 xmod p 
—e7950089) у 21(х;0.89,0,9.5). 
xmod D 
我 们 推 得 : 
> Y aro, - 1)| = У Z(x;b,0) — e7 1950 
x mod p ^ xmod p К 
0.89 
° X Ф(оьолов +10.5 Í 679 S z (0,105) 
xmod p b xmod D 
о 
+95 e У Z(x;A,0.9.5)dA. (4.6) 
0.89 
xmod D 


由 [9] 中 引 理 6 及 [9] 中 定理 1 的 证 明 方 法 ， 我 们 得 到 


95 6.2557 (е231А _ el63A) 
9. .347 3.5 一 ) —9.5A 
sf. LN ( 0.68 QUEMA 


со 
< 83.20585 Í e-6AdA < 0.00171141. 
1.5 
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由 [9] 中 定理 1 及 引 理 26, 得 





15 63557 / 35) (e231A — с169) ) "s 
өз / 1212) SET (е AX e 


+95 f (2)(2.341)e-9 9 dA 
.89 


< 55.40127 i er6AdA + 44.593 -95AdA < 0.04414. 
0.89 0.89 

因此 (4.6) 中 最 后 一 项 给 出 0.04585141. 

在 下 面 的 讨论 中 我 们 令 工 = log D. 

(1) 假定 存在 一 个 特征 x mod D, 使 得 L(s.x) 有 一 个 零点 px = 1- 
F tino Н 1-9% < о < – 9103868 || < 1 由 引 理 28, 我 们 知道 不 存 
在 非 主 实 特 征 xı mod D, { % A =1- 5 Ж#(5,х\) = 0 的 实 零 点 ， 其 中 
0 < ñ < 0.103668. 

车 0.103668 < 4, < 0.12, 由 引 理 16, 引 理 19, 引 理 20, 引 理 22, 及 引 
JE 27, 我 们 有 : 


> > 1H? (py ыс 1)| < 2.02е719:5(9.103668) 


x mod p 2х 
0.511902 0.521292 
* (105 f 11e71952qA + 10.5 126716534) 
0.50355 0.511902 
0.529472 0.536717 
+105 f 13e7195Aq) + 105 f 14e-105Ad 和 
0.521292 0.529472 
0.543179. 0.548921 
+10.5 15e-105AdA + 10.5 f 16e_105AqA 
0.536717 0.543179 
.0.554059 0.558697 
+10.5 17e-105AdA 十 105 f 18671954 
0.548921 0.554059 


0.56297 0.566893 
+105 f 19e-105AdA 十 105 f 20e-105Ad 和 
0.558697 0.56297 


0.570473 0.573752 入 
+105 f 21e-105AdA + 105 f 2261954 
0.566893. 0.570473 
0.576768 0.579561 
+10.5 23e-105AdA + 105 f 246719544) 
0.573752 0.576768 
0.582175 0.584606 


+10.5 25e-105AdA + 10.5 266719554) 
0.579561 0.582175 
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27e-105AdA + 10.5 28e 199 


0.586898 0.589068 
+105 Í 
0.584606 0.586898 


0.59109 0.592991 
+05 f 296-1994) + 10.5 30c-105AdA 
0.589068 0.59109 


0.59477. 0.596457. 
+10.5 f 31e 719944 + 10.5 32e 719 9^q) 
0. 


592991 0.59477 
-0.598055 " 0.599562 
十 10.5 33e-105AdA + 0.5 34e-105AdA 
0.596457 0.598055 
0.600983 0.602332 
+10.5 35e-10.5AdA 十 10.5 36e-10.5AdA 
0.599562 0.600983 
0.603625 г 0.604851 
+105 Í 31e 199344 + 105 f 38e- 10.54 
0.602332 0.603625 
0.606013 0.607121 
+10.5 39e-105AdA + 105 f 40e-105AdA 
0.604851 0.606013 
0.608204 0.609242 
十 10.5 41e 105524) + 10.5 42671954) 
0.607121 0.608204 
0.610241 0.611193 
+105 [ 43e-105AdA 十 105 f 44e-105AdA 
0.609242 0.610241 
0.612102 0.612977 
+105 f 45e-10.5AdA + 10.5 46719544) 
0.611193 0.612102 
0.613822 К 0.61463 3 
410.5 4Te7 1994) + 10 sf 48e-105MdA 
0.612977 0.613822 
0.6154 E 0.616152 
+10.5 49e7 199A qA + 105 [ 50e 195^ qi 
0.61463 0.6154 
0.616876 0.61757 
+10.5 51e7!05AdA + 105 f 52e-105Ad 和 
0.616152 0.616876 
0.618236 0.618884 
+105 f 53e-105AdA + 10.5 54e-10.5AdA 
0.61757 0.618236 
0.619511 0.62011 
+10.5 55e-105AdA + 10.5 56e- 1054 
0.618884 0.619511 
0.62069 0.62126 
+105 f 576-1952) + 105 f 58е719544) 
0.62011 0.62069 
0.621808 0.622336 
+10.5 5919534) + 10.5 60е710 за) 
0.62126 0.621808 


:(1.032694744) 


< 0.75913859 
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及 
10. JN DN о 622336) 3554 
< 89.185284 e AAA < 0.13831. 
0.622336 
因此 
У) УОН - 1)| < 0.9433. 
x mod D >x 


类 似 地 ， 若 0.12 < 0, < 0.14,0.14 < 8, < 0.155 或 0. 


有 
| < 0.977. 


> Ma 


x mod p px 


155 < 8, < 0.165, ДІ 


由 引 理 16, 21, 22 及 27, 我 们 有 : 若 0.165 < By < 0.175,:0.175 < в, < 


0.185, 0.185 < 2, < 0.195, № 0.195 < 2, < 0.2, ДІ 


> Ун, 


x mod p px 


# 0.2 < В, < 0.205, 假设 х 为 一 非 主 特征 ， 
Из, х) 的 零点 ， 且 № Е B 最 近 ， 假定 A, > 0.31, 
引 理 27, 我 们 有 


У Xo. - 1) < 2.021050) 
x mod p >x 


42 .02е-10.5(0.31) 


- 1)| < 0.963. 


— 4.04е-19.5(0.32) 


оз = 1 — Ë + ia 是 
由 引 理 16, 21, 22, 及 


0.33315 0.35317 
«(15 Te 19994) + 10.5 8e7 1952) 
0.32 0.33315 
0.369636 9.383382 
+10.5 f 9e-105AdA 十 105 f 10e-105AdA 
0.35317 0.369636 
0.395112 0.405246 
410.5 11е710 5л) + 10.5 126219554) 
0.383382 0.395112 
0.414069. 0.42187 
+10.5 13e-105AdA 十 105 f 14e-105AdA 
0.405246 0.414069 
0.428833 0.435045 
十 10.5 15671950 + 10.5 16е_ 1054. 
0.42187 0.428833 
0.440628 0.44573 
410.5 17e-105AdA 十 10.5 ТА 18671994) 
0.435045 0.440628 
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.0.450379 > 0.45462 
+105 f 19e-105AdA + 105 [ 20619534) 
0. 


44573. 0.450379 
0.458513 0.462092 
+10.5 21e-105AdA + 105 f 22e-10.5AdA 
0.45462 0.458513 
.0.465432 " 0.468541 
+10.5 І 23e-105AdA 十 105 f 24e-105AdA 
0.462092 0.465432 
0.47143 0.474121 
+105 [ 25е 195^qA + 105 / 266719554 
0.468541 0.47143 
0.476634 0.478987 
十 0.5 27e7195AqA + 105 f 28e-105AdA 
0.474121 0.476634 
.0.481194 0.4833 
+10.5 29e-105A4A 十 105 f 30e-105AdA 
0.478987 0.481194 
0.48529 0.487168. 
410.5 3107994) + 105 | 3267109 dX 
0.4833 0.48529 
0.488943 e 0.490623 
+10.5 f 33e-1?^q) + 10.5 І 34719 dA 
0.487168 0.488943 
0.492216 0.493728. x 
+105 f 3567 195^ d) + 10.5 36e-105AdA 
0.490623 0.492216 
0.495166 0.496534 
410.5 37e-105AdA 十 105 f 38e-105Ad 入 
0.493728 0.495166 
0.49783 У 0.499081 
410.5 39e 719 595g 十 105 f 4067194) 
0.496534 0.49783 
0.50029 0.501451 
410.5 41e-105MdA 十 15 f 42e-10.5AdA 
0.499081 0.50029 
.0.502562 0.503625 
+10.5 43e-105AdA 十 ws f 4467199 
0.501451 0.502562 
0.50464 0.505624 
+10.5 45e-105AdA 十 10 sf 46e- 19 95qA 
0.503625 0.50464 
0.506564 0.507468 
+10.5 47e-105AdA + 105 f 48e-105AdA 
0.505624 0.506564 
0.508337 0.509174 
十 10.5 49e-105AdA 十 105 f 50e-105AdA 入 
0.507468 0.508337 
0.509981 0.510758 
+10.5 51е-10.5А ал + 105 f 526719544 
0.509174 0.509981 
0.511507 0.512231 
+105 / 53e7195AqA + 105 f 54c719Aq) 
0.510758 0.511507 
0.51293 Ж 0.513606 
+10.5 55e-105AdA 十 10.5 56е 10.54 


0.512231 0.51293 
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0.514263 10.53 0.5149 10.5X 
+10.5 вте-!0%5®ду + 105 f 58e-105AdA 

0.513606 0.514263 

0.515535 0.516141 


410.5 59e-105AdA 十 105 f 


6071054) 
0.5149 0.515535 


-(1.032694744) < 0.622061. 


及 
0.6 
10.5 e-105A3.642C(0.516141)e4.56006AdA 入 
0.516141 6 
< 46.8635042 І e 5:93994A q) < (143697447. 
0.516141 
因此 
> M, -1) « 0.98. (4.7) 
x mod p 2х 


HO S 0.31 8, (LT) 式 仍然 成 立 . 

类 似 地 , + 0.205 < 2, < 0.21, 0.21 < В, < 0.215, 0.215 < б, < 
0.22, 0.22 < В, < 0.225, 0.225 < B < 0.23, 及 0.23 < A, < 0.235, 则 有 

> X - 9 < 0.9991. 
x mod p px 

在 这 些 计算 中 ， 我 们 用 了 下 面 的 结果 : 

设 Sp 是 由 满足 如 下 条 件 的 L(s х) 构成 的 集合 : x mod D 为 一 非 
主 特征 ， 它 至 少 有 零点 px = Bx tin В 


入 
1-1<0:<1, MISL (4.8) 


其 中 0.1< 和 < log log L. 

34 0.1 < À < loglog L BF, i QU) 表示 Spa P L(s,x) 的 个 数 , 由 
[9] 中 的 方法 我 们 可 得 到 : 
(лз — hi) (> _ (є?һз^ — е2н1^) 
4 (№2 — hi) 2X(ho — hi) ) 
XH $ + hy + ha < hs, HE 2hs < hi. 

如 果 入 > 1.5, ELS AX 1.5, E h4 = 0.09000001, hç = 0.7550201, A; 
= 1.22002, hı = 0.55501, Д] 


— ( 2.440043. (el.5100402 入 е!-11002^) 
m t ----------------- 
А 0.4000202 ) 





QO) S> 


90) < (4.9) 





450 陈景润 文集 [1991] 





ШЖ11<Л<13,%1<Х<11,674-012,8- 0.9150201, h3 = 
1.41002, hı = 0.61501, 则 


4.10 
900 < 入 0.6000202A (4.10) 


如 果 0.89 < À < 1, Bt h4 = 0.14, ha = 0.9550201, hs = 1.47002, һу = 
0.65501, 则 


2 9400ÀX (e! 91004024 _ e131002A) 
< 9.70217 : DAE Ue ы 411 
QU) < 97 0217336 e СЕ ) (4.11) 
Н (4.9) - (4.11) 918: 
со oc 
9s f (2.347)Q(A)e-95AdA < 223.3982368 | e-705996AdA 
1.5 1.5 
< 0.000796388, (4.12) 
1.5 1.5 
9.5 | (1.12142)Q(A)e-95AdA < 116.1412528 / e-705996Ad 和 
1.3 13 
< 0.001285199, (4.13) 
13 13 
95/ (1.12142)Q(A)e-95AdA < 84.762155771 f e 6.679962 1). 
1 1 
< 0.013787215, (4.14) 
1 1 
эз f (1.12142)Q(M)e-95xdA < "141969735 | e 95599634) 
0.89 0.89 
« 0.016319065, (4.15) 
1.5 
9.5 | (2)(2.347)e-95AdA < 0.00099601, (4.16) 
0.89 


根据 (4.12) - (4.16), (4.6) 中 最 后 一 项 给 出 0.033183877. 

如 果 0.235 < 8, < 0.24, 0.24 < A, < 0.245, 0.245 < В; < 0.25, 0.25 < 
Ву < 0.255, 0.255 < A, < 0.26, 0.26 < A, < 0.265, 0.265 < в, < 
0.27, 0.27 < By < 0.275, 0.275 < B < 0.28, 0.28 < 2, < 0.285, 0.285 < 
Bx < 0.29, 0.29 < 2, < 0.295, 0.295 < 2, < 0.3, 0.3 < B, < 0.305, 0.305 < 
B, < 0.31, 0.31 < f, < 0.32, 0.32 < 2, < 0.33, 0.33 < 8, < 0.35, 0.35 < 
В, € 0.38, 0.38 < B, < 0.41, 0.41 < A, < 0.44, 由 引 理 19 - 22, 引 理 27, 经 
非常 复杂 的 计算 可 得 : 


X УН? (о, - 1)| < 0.99997. 


x mod D px 
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(2) 假 车 存在 一 非 主 实 特 征 ， 使 得 p) = Я Цех) 的 实 零点 ， 且 
D-šL < < 0.103668, 则 由 引 理 28 可 得 


0.6666 
6 > 0.6666 ов 29566. > 1.24 








z 0.6666 
6 > 0.6666 log — Р 
à 
因而 
4.3329 
a (аа) | (417) 


根据 引 理 6, [9] 中 定理 1, 及 (4.17), 我 们 有 : 


5 
У Уін(оұ-1)2 < е-е, 2347 | e-95AdQ(A) 
5 


x mod p px 
* 
<1- 3.58 + 22.2965 | QQ)e-*9 
6 


d 
41-3546 + зоо / є-%5®ду 
é 


<1- 3.56, 十 47e-6.56 


& 4.3329 
<1- 3.5 a 
<1- 3.56 н(е) 
€1- 3.561 + 0.1776) < 1— б. 


于 是 ， 我 们 证 得 了 (41). 
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